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 بسم االله الرحمن الرحيم

 

  

   مقدمه .1

معادلات ديفرانسيل  ،گونه مسائل كه اين طور كلي از آنجايي هشد. ب مان به مسائل يك بعدي پايا محدود مي مباحث قبلي

باشند. به عبارت ديگر، مسائل پاياي دو و سه بعدي و مسائل  كنند، معمولاً قابل حل مي معمولي مرتبه دوم را حاصل مي

كنند، كه هيچ راه حل كلي براي آنها وجود ندارد. در اين فصل و فصل  اي را حاصل مي ناپايا، معادلات ديفرانسيل پاره

  ل دقيق اين مسائل ارائه شده است. بعد، چندين روش براي ح

كه مرزهاي يك مسأله، هدايت چند بعدي متناظر با سطوح مختصات در يك سيستم مختصات متعامد مثل  وقتي

پذير خواهد بود. يك  هاي تحليلي امكان اي، يا كروي باشد، يك راه دقيق توسط روش هاي كارتزين، استوانه مختصات

اي وجود دارد  باشد. دلايل متقاعدكننده تغيرها، و ديگري بر اساس تبديل لاپلاس ميروش متداول بر اساس جداسازي م

ترند؛ اگرچه، تبديل لاپلاس براي حل مسائل  تر، براي حل مسائل ويژه مناسب دهند اين دو روش متداول كه نشان مي

ث پيرامون تبديل لاپلاس را كه در تري است. بنابراين، بح پيچيده مناسب است، اما نيازمند آگاهي از رياضيات پيشرفته

نماييم و اين فصل را به روش جداسازي متغيرها اختصاص  كتاب عنوان شده است را در اين درس مطرح نمي 7فصل 

  دهيم. در چهار بخش بعدي، مروري بر روابط رياضي ضروري براي اين روش، خواهيم داشت. مي
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   مسائل مقدار مرزي، مسائل مقدار مشخصه .2

هدايت يك بعدي پايا حاصل  ي ديفرانسيل معمولي مرتبه دوم كه از فرمولاسيون ديفرانسيلي مسأله ي در ابتدا يك معادله

شوند، كه هر كدام  ثابت اختياري است كه توسط دو شرط تعيين مي 2جواب اين مسأله شامل شود را در نظر بگيريد.  مي

شود و با مسائل مقدار  گونه مسائل، مسائل مقدار مرزي گفته مي از اين شرايط در يكي از مرزهاي مسأله قرار دارند. به اين

مقدار اوليه، سقوط  ي باشد. يك مثال از مسأله يشرايط در يك مكان تعيين شده است، متفاوت م ي اوليه كه در آنها همه

  به آن اشاره شد. 1آزاد يك جسم است كه در فصل 

  حال يك معادله خطي همگن مرتبه دوم را در نظر بگيريد:

       )1-7(  

  رسد: به صفر مي yمقدار تابع  x=bو  x=aكه در مرزهاي 

        )2-7(  

  صورت زير نوشت:توان به  جواب كلي اين معادله را مي

        )3-7(  

باشند. از تركيب اين جواب با شرايط مرزي  ثوابت اختياري مي C2و  C1هاي مستقل خطي و  جواب y2(x)و  y1(x)كه 

  داريم:

        )4-7(  

گويند. اگر  مي y≡0آيد، كه به آن جواب بديهي  بدست مي C1=C2=0همگن به ازاي  ي يك جواب اين معادله

  غير صفر باشد، جواب بديهي تنها جواب است. اگر دترمينان ضرايب صفر باشد، داريم: C2و  C1دترمينان ضرايب 

        )5-7(  
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ضرب ديگري با استفاده از يكي از  توان به صورت حاصل ) يكسان بوده و يك ثابت را مي7-4( ي حال دو معادله

 ي ) صادق بوده و با در نظر گرفتن اوليه7-5( ي اختياري است. بنابراين اگر معادلهمعادلات بيان نمود، و ثابت دوم 

 C1=Cy2(a)بصورت  Cآيد. با تعريف ثابت جديد  بدست مي C2y2(a)=-C1y1(a))، 7-4( ي معادله

  ) به صورت زير خواهد بود:7-3آيد و معادله ( بدست مي C2=-Cy1(a)ي معادله

       )6-7(  

است كه به طور مستقيم  y(a)=0كند. يك شرط،  ) در شرايط مرزي صدق مي7-6( ي توان ديد كه معادله به سادگي مي

 y2(a)y1(b)-y1(a)y2(b)=0) را به 7-6( ي معادله y(b)=0شود و شرط ديگر يعني  ) حاصل مي7-6( ي از معادله

) جواب غيربديهي است 7-6( ي معادله ) است. شايان ذكر است كه7-5( ي كند، كه اين عبارت، منفي معادله تبديل مي

) پاسخ بديهي خواهد 7-4اول ( ي باشد، معادله y1(a)=y2(a)=0هر دو صفر نباشند. اگر  y2(a)و  y1(a)اگر فقط 

مورد استفاده قرار  C2و  C1بين ثوابت  ي دوم ممكن است براي بدست آوردن رابطه ي بود، كه در اين مورد تنها معادله

  ربديهي به صورت زير خواهد بود:گيرد. و پاسخ غي

 

گاه  صفر شوند، آن x=bو  x=aهر دو در نقاط  y2(x)و  y1(x)هر دو صفر نيستند. اگر  y2(b)و  y1(b)با اين شرط كه 

) صادق 7-5( ي كند. اگر معادله ) صدق مي7-2( ي ) در معادله7-3( ي ، معادلهC2و  C1براي مقادير اختياري ثوابت 

  خواهد بود.  y≡0نباشد، تنها جواب مسأله، جواب بديهي يا 

 بعدي، و همچنين پاسخ مسائل ناپاياي يك و چند بعدي ممكن است به جواب معادله 3و  2جواب مسائل هدايت پاياي 

  وابسته هستند.  λبه پارامتر  f2(x)و يا  f1(x)) ضرايب 7-1( ي ) تبديل شوند، كه در معادله7-1( ي

) به صفر ميل كند. اين …,λ1,λ2,λ3( λ) تنها براي مقادير حقيقي 7-5( ي چنين مسائلي ممكن است دترمينان معادله در

  شود. ) حاصل مي7-6( ي ، يك جواب مشابه معادلهλشوند. به ازاي هر مقدار از  مقادير، مقادير مشخصه ناميده مي
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شوند. كه در اين  چنيني، مسائل مقدار مشخصه ناميده مي مسأله هستند و مسائل اين ي هاي ويژه، توابع مشخصه اين جواب 

  شوند. هاي مقادير ويژه و توابع ويژه و مسائل مقدار ويژه نيز استفاده مي مورد واژه

نظر  ديفرانسيل زير را در ي تري شرح داد. معادله توان با استفاده از يك مثال به طور واضح روند كلي مذكور را مي

  گيريم: مي

 

هاي تواني براي حل معادلات ديفرانسيل، مورد استفاده قرار  اين معادله در جلسات قبل براي نشان دادن روش سري

  به صورت زير است: λهمگن شامل يك پارامتر  ي كنيم كه اين معادله گرفت. علاوه بر آن فرض مي

         )7-7(  

  گيريم: ميو شرايط مرزي را به صورت زير در نظر 

          )8-7(  

          )9-7(  

  ) به صورت زير است:7-7( ي جواب كلي معادله

       )10-7(  

  شود و خواهيم داشت: مي C2=0)، 7-8( ي با استفاده از معادله

         )11-7(  

 =Lλsin0در معادله  λشود. تنها اگر  حاصل مي =Lλsin0ي )، معادله7-11( ي ) با معادله7-9( ي و از تركيب معادله

  صدق كند، معادله داراي جواب غيربديهي است. بنابراين،

      )12-7(  
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  ) به صورت زير است:7-11( ي و جواب متناظر با معادله

)7-3پ(        

  شود. داراي مقدار صحيح منفي باشد هيچ جواب جديدي حاصل نمي nكه  وقتي

باشند،  مي y≡0) تنها داراي جواب بديهي 7-9) و (7-8)، (7-7مقدار مرزي مذكور، يعني معادلات ( ي بنابراين مسأله

 φn(x)يك تابع مشخصه ، λn) باشد. متناظر با هر مقدار 7-12( ي اي حاصل از معادله داراي مقدار مشخصه λمگر اينكه 

ضرب هر ثابت دلخواهي در اين تابع، جوابي از مسأله  شود. حاصل ) حاصل مي7-13( ي وجود دارد كه توسط معادله

  مقدار مرزي ي مهم اين است كه مسأله ي است. نكته

 

مقادير مشخصه و رو براي اين مسأله  است. از اين y≡0تنها داراي جواب بديهي  λ=0به ازاي  y(L)=0و  y(0)=0و 

 ي مقدار مرزي ممكن است مسأله ي دهد كه مسأله توابع مشخصه وجود نخواهد داشت. اين امر اين واقعيت را نشان مي

مقدار  ي مقدار اوليه داراي جوابي با ماهيت متناوب باشد، تبديل به مسأله ي كه يك مسأله مقدار مشخصه باشد. وقتي

 ي ها دربرگيرنده ها ممكن است ثابت و يا متغير باشد. مثال يدان نوسان اين جوابتناوب و م ي مشخصه خواهد شد. دوره

مقدار مشخصه يك  ي آغازين مسأله ي كه نقطه اي است. از آنجايي توابع گردشي و توابع بسل نوع اول و دوم با هر درجه

  شود. ه گفته ميمقدار اولي ي مقدار مشخصه، مسأله ي مقدار مرزي است، معمولاً به مسأله ي مسأله

  هاي كلي توابع مشخصه بررسي شده است. در سه بخش بعدي ويژگي
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   تعامد توابع مشخصه. 3

متعامد ناميده  w(x)و با استفاده از تابع وزني  (a,b)محدود  ي در يك بازه φm(x)و φn(x)طبق تعريف، دو تابع 

  در آن بازه صفر باشد و داريم: wφnφmضرب  اگر انتگرال حاصل ،شوند مي

      )14-7(  

 (a,b)ي شوند اگر هر دو جفت متمايز از اين توابع در بازه متعامد ناميده مي (a,b)ي اي از توابع در بازه علاوه بر آن، دسته

نشان  φm(xi)با  بعدي را 3خواهيم يك بردار در فضاي  تعامد از آناليز برداري گرفته شده است. مي ي متعامد باشند. واژه

 φn(xi)و  φm(xi)است. دو بردار  φm(x3)و  φm(x1) ،φm(x2)دهيم كه تصاوير اين بردار روي محورهاي مختصات 

  متعامدند و يا بر هم عمودند اگر داشته باشيم:

 

به اي مذكور را  ضرب نرده وقتي كه واحد طول در محورهاي مختصات از يك محور به محور ديگر تغيير كند، حاصل

  گيريم: فرم زير در نظر مي

 

  به واحد طولي مورد استفاده در طول سه محور، بستگي دارد. w(x3)و  w(x1) ،w(x2)كه تعداد توابع وزني 

با استفاده از توابع  i=1,2,3,…,Nو  φm(xi) ،φn(xi)هاي  بعدي و داراي سازندهNبه طور مشابه، بردارهاي فضاي  

  وقتي متعامدند كه داشته باشيم: w(xi)وزني 

     )15-7(  
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به صورت گسسته  xiبه طور پيوسته متمايز بوده و φn(xi)و  φm(xi)اگر بردار فضايي داراي تعداد نامحدودي بعد باشد، 

ان ) يكس7-14( ي ) با معادله7-15( ي گويند؛ در اين مورد معادله مي xنبوده بلكه داراي مقادير پيوسته است و به آن 

  خواهد شد.

محدود و با استفاده از تابع  ي مقدار مشخصه در يك بازه ي يك مسأله ي توانيم نشان دهيم كه توابع مشخصه اكنون مي

ديفرانسيل خطي همگن درجه دوم با  ي مقدار مشخصه شامل معادله ي وزني متعامدند. براي نشان دادن اين واقعيت، مسأله

  گيريم: فرم كلي زير را در نظر مي

 

شود. اگر اين معادله را در فاكتور  ) تعيين ميa,bمحدود ( ي و دو شرط مرزي همگن در دو انتهاي بازه

)(])(exp[ 1 xpdxxf 2)()()(و در تابع  ∫= xqxpxf 3)()()(و  = xwxpxf ضرب نموده و بازآرايي كنيم خواهيم  =

  داشت:

      )16-7(  

  تر است. حاضر مناسبكه اين فرم براي بحث 

λn وλm  مقادير مشخصه متمايز هستند، كه در آنهاnm≠  بوده وφn(x)  وm(x)φ  متناظر با توابع مشخصه است. از

  ) هستند، داريم:7-16( ي هاي معادله جواب y=φm(x)و  y=φn(x)آنجايي كه 

 

  دوم از اول خواهيم داشت: ي ، سپس تفريق معادلهφmدوم در  ي و ضرب معادله φnاول در  ي با ضرب معادله
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  ) خواهيم داشت:a,bمحدود ( ي گيري از اين معادله در بازه با انتگرال

 

  بالا خواهيم داشت: ي با انجام انتگرال سمت راست معادله

  )17-7(  

كه يكي از شرايط  ) هستند، وقتي7-16( ي معادله ي ويژههاي  جواب y=φm(x)و  y=φn(x)كه هر دو عبارت  از آنجائي

  شود: ) صفر مي7-17) تعيين شود، سمت راست معادله (a,b( ي مرزي زير در انتهاي بازه

          )18-7(  

          )19-7(  

         )20-7(  

) صفر خواهد شد كه 7-17( ي معادله) صادق باشد، 7-20( ي كه معادله يك پارامتر اختياري است. در واقع وقتي Bكه 

  ) و به صورت زير نشان داد:7-17( ي توان اين حالت را با بازآرايي قسمت سمت راست معادله مي

 

) صفر خواهد شد، كه در اين صورت 7-17( ي باشد، سمت راست معادلهx=b ،p(x)=0يا  x=aكه در  به ويژه وقتي

و در هر نقطه، غير  y)، به ازاي هر مقدار محدود 7-20) يا (7-19) و (7-18استفاده از شروط داده شده در معادلات (

و  y(b)=y(a)باشد، تعامد به شرطي وجود خواهد داشت كه شرايط مرزي با شرايط  p(b)=p(a)ضروري است. اگر 

y'(b)=y'(a) شود. جايگزين گردد، كه به اين شرايط اخير شرايط مرزي متناوب گفته مي  
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) را دوباره در نظر بگيريد. 7-9) و (7-8)، (7-7ذكر شده در معادلات ( ي مقدار مشخصه ي به عنوان يك مثال، مسأله

كند و شرط تعامد براي اين مسائل به صورت زير  را حاصل مي w(x)=1)، 7-16) و (7-7اي بين معادلات ( مقايسه

  است:

 

  گيري مستقيم و به طور مستقيم بدست آورد. انتگرال ي وسيله هتوان ب كه اين امر را مي

  

  بسط توابع دلخواه به صورت سري توابع متعامد .5

خواهيم تابع  است. مي w(x)) و به همراه تابع وزني a,bمحدود ( ي گروهي از توابع متعامد در بازه φn(x)فرض كنيد 

  را به شكل يك سري به فرم زير بسط دهيم و داريم: f(x)دلخواه 

   )21-7(  

 w(x)φm(x)) در 7-21( ي را بدست آوريم. با ضرب دو طرف معادله bnتوانيم ضرايب  با فرض وجود چنين بسطي، مي

انتگرال  كه انتگرال يك حاصل جمع نامحدود، معادل مجموع ) و با فرض اينa,b( ي از نتيجه آن در بازه گيري وانتگرال

  باشد، خواهيم داشت:

    )22-7(  

 ي توانيم در يابيم كه همه امين عبارت در گروه توابع ذكر شده است. با استفاده از تعامد گروه توابع، ميφm(x) ،mكه 

رو  . از اينn=m) صفر بوده، بجز عبارت متناظر با 7-22( ي عبارات موجود در حاصل جمع در سمت راست معادله

  كند: ) عبارت زير را حاصل مي7-22( ي معادله

        )23-7(  
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اين درس است. البته  ي است، خارج از محدوده f(x)تابع  ي دهنده ) كه نشان7-21( ي كلي تعيين بسط معادله ي مسأله

لورن كه نياز دارد تابع و همه  هاي تيلور و مك هايي كاملاً عموميت دارند و بر خلاف بسط قابل ذكر است كه چنين بسط

اي باشد، در تمام نقاط  پذير تكه ) يك تابع ديفرانسيلa,bمحدود ( ي در بازه f(x)مشتقاتش پيوسته باشند، اگر تابع 

هاي  دهيم كه سري گرا است. در بخش بعدي نشان مي هم f(x)) به تابع 7-21( ي پيوستگي، سري حاصل از معادله

  ها بر حسب توابع متعامد شامل توابع گردشي هستند. وارد بخصوصي از بسطمعروف فوريه، در واقع م

  

   هاي فوريه سري .5

  مقدار مرزي به صورت زير است: ي آموختيم كه مسأله 3در بخش 

 

  زير است: ي مقدار مشخصه داراي مقادير و توابع مشخصه ي و همچنين آموختيم كه مسأله

      )12-7(  

         )13-7(  

  را به صورت توابع مشخصه بسط دهيم: f(x)خواهيم يك تابع دلخواه  ميحال 

     )24-7(  

  آيد: ) بدست مي7-23( ي با استفاده از معادله bnكه ضرايب 

       )25-7(  
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برابر  n) بدون توجه به مقدار 7-25( ي گيري مستقيم نشان داد كه مخرج معادله توان به سرعت و با انتگرال مي
2

L  .است

  رو داريم: از اين

       )26-7(  

عبارات اين سري  ي ) است. همهL,0( ي در بازه f(x)) تعريف سري سينوس فوريه تابع 7-24( ي سري موجود در معادله

جايگزين كنيم، علامت هر عبارت  x-را با  x، كه دو برابر طول بازه است، متناوب است. اگر 2Lتناوب  ي با دوره

  شود.  معكوس مي

) به صورت تناوبي براي L,L-( ي ها در بازه است. رفتار سري f(x)–تابع   دهنده ) سري نشانL,0-( ي رو در بازه از اين

را تنها  f(x))، تابع 7-24( ي باشد، سري بدست آمده از معادله xتابعي فرد از  f(x)شود. اگر  تكرار مي xمقادير  ي همه

با  f(x)) است. اگر علاوه بر آن، L,L-( ي در بازه f(x)تابع  ي دهنده دهند، بلكه اين سري نشان ) نشان نميL,0( ي در بازه

  دهند. را نشان مي f(x)اي  ها در هر نقطه ، متناوب باشد، سري2Lدوره تناوب 

  باشد.  f(-x)=f(x)باشد و يك تابع زوج است اگر  f(-x)=-f(x)شود اگر  تابع فرد ناميده مي f(x)يك تابع 

  ).1متقارن است (شكل  yكه تابع زوج نسبت محور  يك تابع فرد نسبت به مبدأ متقارن است، در حالي

  

تابع زوج و فرد -1شكل 

مهندسان شیمى تهران

www.ChemEng.ir



 13

  ):2دهيم (شكل  ) مدنظر قرار ميL,0( ي سينوسي، تابع زير را در بازه ي به عنوان يك مثال سري فوريه

    )27-7(  

  ضرايب سري به صورت زير است:

 

  رو سري به صورت زير است: از اين

     )28-7(  

  ):3) نشان داد (شكل L,0-( ي توان تابع زير را در بازه هاي مشابهي مي با سري

 

  شود: سينوسي تابع فرد به صورت زير تعريف مي ي بنابراين سري فوريه

 

    

  7-27ي سينوسي تابع  سري فوريه -2شكل                                   
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  تابع زوج ي سينوسي سري فوريه -3شكل 

  

  تابع فرد ي سينوسي سري فوريه -4شكل 

  

  تابع فرد ي سينوسي سري فوريه -5شكل 
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دهد و رفتار متناوب را به ازاي  ناپيوستگي نشان مي) بجز در نقاط 4) (شكل L,L-( ي را در بازه f(x)كه عبارت بالا تابع 

  كند. ) تكرار مي5(شكل  xمقادير  ي همه

  مقدار مرزي زير حاصل شود: ي بسط سري شامل كسينوس به جاي سينوس ممكن است با در نظر گرفتن مسأله

     )29-7(  

مشخصه و توابع مشخصه را به فرم زير بدست توانيم به سادگي مقادير  قبلي، مي ي مقدار مشخصه ي بر طبق روند مسأله

  آوريم:

   )30-7(  

است. اكنون  λ0=0) و متناظر با 7-30( ي يكي از اعضاي گروه توابع مشخصه در معادله φ0(x)=1شايان ذكر است كه 

  بر حسب سري مذكور، خواهيم داشت: f(x)با بسط يك تابع دلخواه 

    )31-7(  

  شود: ) و به فرم زير محاسبه مي7-23( ي با استفاده از معادله anكه ضرايب 

    )32-7(  

  توان نوشت: علاوه بر آن مي

 

  ) خواهيم داشت:7-32( ي با بازآرايي معادله

   )33-7(  
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) است. همه عبارات L,0( ي در بازه f(x)كسينوسي تابع  ي ) تعريف سري فوريه7-31( ي سري بدست آمده در معادله

 f(-x)تابع  ي دهنده ها نشان باشند. اين سري ، متناوب مي2Lتناوب  ي هستند و با دوره x) توابعي زوج از 7-31( ي معادله

گراست، بلكه به  هم f(x)به  )L,0باشد، سري نه تنها به ازاي بازه ( xتابع فردي از  f(x)باشند. اگر  ) ميL,0-در بازه (

باشد، سري در هر  2Lتناوب  ي تابعي متناوب با دوره f(x)همگراست. اگر علاوه بر آن،  f(x)) نيز به L,0-ازاي بازه (

  است. f(x)تابع  ي دهنده اي نشان نقطه

  ) را در نظر بگيريد. ضرايب سري به صورت زير است:7-27( ي كسينوسي مثال قبلي يعني معادله ي اكنون سري فوريه

 

  بنابراين:

     )34-7(  

  ):6) نشان داد (شكل L,0-( ي توان تابع زير را در بازه مشابهي مي هاي با سري

 

  شود: كسينوسي تابع زوج به صورت زير تعريف مي ي بنابراين سري فوريه

 

به ازاي را دهد و رفتار متناوب  ) بجز در نقاط ناپيوستگي نشان مي7) (شكل L,L-( ي را در بازه f(x)كه عبارت بالا تابع 

  كند.  ) تكرار مي8(شكل  xمقادير  ي همه
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هايي شامل سينوس و كسينوس و با  ) با سريL,0( ي توان در بازه اي را مي تكه ي توان ديد كه هر تابع پيوسته بنابراين مي

) معتبرند، در حاليكه براي يك L,L-( ي هاي سينوس در بازه بيان نمود. وقتي كه تابع فرد باشد، سري 2Lتناوب  ي دوره

  گيرند. يكسان قرار مي ي هاي كسينوسي در يك بازه سريتابع زوج 

  

  سري فوريه كسينوسي -6شكل 

  

  سري فوريه كسينوسي -7شكل

  

  سري فوريه كسينوسي -8شكل 
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) بر حسب هر دو عبارت سينوسي و كسينوسي داراي دوره L,L-( ي اي را در بازه تكه ي پيوسته f(x)خواهيم تابع  حال مي

  توان نوشت: كنيم. مي، بيان 2Lتناوب 

 

توانيم به اين واقعيت توجه كنيم كه يك  دوم، فرد است. مي ي اول، زوج بوده و درون كروشه ي كه تابع درون كروشه

  رو: توان بر حسب مجموع توابع زوج و توابع فرد بيان نمود. از اين تابع دلخواه را مي

        )35-7(  

  ) خواهيم داشت:L,L-( ي بر حسب سينوس در بازه f0(x)بر حسب كسينوس و  f(x)با بيان تابع 

      )36-7(  

       )37-7(  

  كه:

 

 

∫كند، را حاصل مي xگيري از اين معادلات توابع زوجي از  كه انتگرال از آنجايي
−

L

L2

∫را جايگزين  1
L

0

  كنيم: مي 

 

       )38-7(  

رو با قرار دادن  شود. از اين فرد دو انتگرال اول و بخش زوج انتگرال، خود به طور يكسان صفر مي واضح است كه بخش

  ) خواهيم داشت:7-35( ي ) درون معادله7-37) و (7-36( ي معادله
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 )39-7(  

زوج باشد، سري حاصل تنها شامل  f(x)) است. وقتي L,L-( ي در بازه f(x)كامل تابع  ي اين سري تعريف سري فوريه

 ي فرد باشد، سري حاصل تنها شامل عبارت سينوسي است. علاوه بر آن معادله f(x)عبارت كسينوسي است، و وقتي كه 

) است و اين رفتار به صورت L,L-( ي و در بازه 2Lتناوب  ي ) بر حسب هر دو تابع سينوس و كسينوس با دوره39-7(

  شود. تكرار مي xقادير م ي تناوبي به ازاي همه

  هاي عبارتند از: ) را بدست آوريم. ضرايب اين سري7-27( ي كامل معادله ي خواهيم سري فوريه در آخر مي

 

 

 

  بنابراين:

 )40-7(  

  نشان داده شده است.  9گراست و يك تابع متناوب است كه در شكل  هم xكه اين تابع به ازاي همه مقادير 

- 28و يا معادلات ( 8و  5هاي  هاي سينوسي و كسينوسي توابع مشابه كه در شكل ) را با مجموع بسط سري40( ي [معادله

 اند، مقايسه نماييد.] ) به صورت جبري داده شده7-34) و (7
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  سري فوريه كامل -9شكل 
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   بندي)    خلاصه(جمع.6

 ليفرانسيمسائل معادلات د نگونهيا كهيياز آنجا ي. بطور كلشد يمحدود م ايپا يبعد كيبه مسائل  مان يمباحث قبل

و مسائل  يدو و سه بعد يايمسائل پا گر،ي. به عبارت دباشند يمعمولاً قابل حل م كنند، يمرتبه دوم را حاصل م يمعمول

 جلساتو  جلسهنيها وجود ندارد. در اآن يبرا يراه حل كل چيكنند، كه ه يرا حاصل م يا پاره ليفرانسيمعادلات د ا،يناپا

  مسائل ارائه شده است.  نيا قيحل دق يروش برا نيبعد، چند

مختصات متعامد مثل  ستميس كيمتناظر با سطوح مختصات در  يچند بعد تيمسأله، هدا كييمرزها كه يوقت

 كيخواهد بود.  ريپذ امكان يليتحل يها توسط روش قيراه دق كيباشد،  يكرو اي،يا استوانه ن،يكارتز يها مختصات

وجود دارد  يا متقاعدكننده لي. دلاباشد يم سلاپلا ليبر اساس تبد يگريو د رها،يمتغ يروش متداول بر اساس جداساز

حل مسائل  يلاپلاس برا ليترند؛ اگرچه، تبد مناسب ژهيحل مسائل و يتر، برا دو روش متداول نيا دهند يكه نشان م

لاپلاس را كه در  ليتبد رامونيبحث پ ن،ياست. بنابرا يتر شرفتهيپ اتياضياز ر يآگاه ازمنديمناسب است، اما ن دهيچيپ

اختصاص  رهايمتغ يفصل را به روش جداساز نيو ا ميينما يدرس مطرح نم نيكتاب عنوان شده است را در ا 7 لفص

  .يمداشت روش نيا يبرا يضرور ياضيبر روابط ر يمرور اين جلسه. در ميده يم
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 بسم االله الرحمن الرحيم

خواهيم جواب مسأله را با استفاده از روش جداسازي  با توجه به رياضيات ارائه شده در جلسه قبل، حال مي

 متغيرها بدست آوريم.

  

    مقدمه .1 

مسائل معادلات  نگونهيا كهييز آنجاا ي. بطور كلشد يمحدود م ايپا يبعد كيبه مسائل  مان يمباحث قبل

دو و  يايمسائل پا گر،ي. به عبارت دباشند يمعمولاً قابل حل م كنند، يمرتبه دوم را حاصل م يمعمول ليفرانسيد

آنها وجود  يبرا يراه حل كل چيكنند، كه ه يرا حاصل م يا پاره ليفرانسيمعادلات د ا،يو مسائل ناپا يسه بعد

  مسائل ارائه شده است.  نيا قيحل دق يروش برا نيبعد، چند جلساتو  جلسه نيندارد. در ا

مختصات متعامد مثل  ستميس كيمتناظر با سطوح مختصات در  يچند بعد تيمسأله، هدا كي يمرزها كه يوقت

خواهد  ريپذ امكان يليتحل يها توسط روش قيراه دق كيباشد،  يكرو اي ،يا استوانه ن،يكارتز يها مختصات

 لي. دلاباشد يم سلاپلا ليبر اساس تبد يگريو د رها،يمتغ يوش متداول بر اساس جداسازر كيبود. 

ترند؛ اگرچه،  مناسب ژهيحل مسائل و يتر، برا دو روش متداول نيا دهند يوجود دارد كه نشان م يا متقاعدكننده

 ن،ياست. بنابرا يتر شرفتهيپ اتياضياز ر يآگاه ازمنديمناسب است، اما ن دهيچيحل مسائل پ يلاپلاس برا ليتبد

 نيو ا ميينما يدرس مطرح نم نيكتاب عنوان شده است را در ا 7 للاپلاس را كه در فص ليتبد رامونيبحث پ

به كمك روش جداسازي متغيرها،  اين جلسه. در ميده ياختصاص م رهايمتغ يفصل را به روش جداساز

  ماييم.ن معادلات پاياي دو بعدي در مختصات كارتزين را حل مي

   بعدي در مختصات كارتزين جداسازي متغيرها، معادلات پاياي دو  -2

و  T بر حسب عبارت مسألهكه شرايط مرزي  وقتي
n

T

∂
BTو يا  ∂

n

T +
∂
جهت نرمال شرط  nباشد كه  ∂

هاي جداگانه بيان  صاته صورت حاصلضرب توابعي از مختيك ثابت است، ممكن است جواب را ب B مرزي و
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و همچنين  حسب متغيرهاي جداگانه بيان كرده دهد كه شرايط مرزي را بر كنيم. اين كار، اين امكان را مي

ديفرانسيل معمولي تبديل گردد. حال خصوصيات اساسي روش را با  مسألهاي به تعدادي  معادله ديفرانسيل پاره

  مرتبه دوم زير را در نظر بگيريد:اي  م. معادله ديفرانسيل پارهكني بعدي بيان مي پاياي دو مسألهاستفاده از 

 )41(  

، براي دو متغير مستقل است يك فرم كلي اين معادله كه شامل ضرايبي است كه اين ضرايب تابعي از هر

  صورت زير باشد: به باشد. فرض كنيد حاصلضرب جواب جداسازي متغيرها مناسب نمي

        )42(  

يك در معادله ديفرانسيل  هر yو  x اين فرض هنگاميكه .است y تنها تابعي از Y، و xبعي از تا تنها X كه

  فرض مناسب و پرمعنايي خواهد بود.اي صدق كنند، بسيار  جداگانه

  خواهيم داشت: XYو تقسيم نتيجه آن بر ) 41(درون معادله  )42( دادن معادله قرار با

 )43(  

به طور  yو  x است. از آنجاييكه xده و سمت راست آن مستقل از ول بمستق y سمت چپ اين معادله از

از يكي از متغيرها مستقل است و بايد دو طرف معادله برابر يك  )43( سمت معادله دو كنند، هر مستقل تغيير مي

 به دو )41( اي شود. از اينرو معادله ديفراسيل پاره مي ثابت پارامتر جداسازي ناميده باشد. اين −2λيا  +2λثابت 

  شود: معادله ديفرانسيل معمولي زير تبديل مي

 

    

 )44(  
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، وقتيكه داشته بعدي مورد استفاده قرار داد 2توان براي مسائل پاياي  روش جداسازي متغيرها را وقتي مي

  باشيم:

شرايط مرزي همگن است (جهت  همگن كه داراي سيلنبا معادله ديفرا مسألههاي  (الف) يكي از جهت

حاليكه جهت ديگر با معادله ديفرانسيل همگن كه داراي يك شرط مرزي همگن و يك  در ،، بيان شدههمگن)

  شود. اهمگن است (جهت ناهمگن)، بيان ميشرط مرزي ن

مقدار  مسألهمنجر به  ،جهت همگنمقدار مرزي  مسألهشود كه  به صورتي انتخاب مي 2λ علامت(ب) 

  .كنيم) انتخاب مي مسألهرا مخالف علامت جهت همگن  2λيعني علامت ( مشخصه شود

به صورت مجموع يا انتگرالي است و به ترتيب به محدود  ،روش جداسازي متغيرها زهاي حاصل ا جواب

فصل و فصل آينده را به روش سري كه براي حل مسائل  بودن يا نامحدود بودن جهت همگن بستگي دارد. اين

با دامنه  دهيم. مناسب است مسائلي كه در حوزه مسائل همگن ند، اختصاص ميدار محدود كاربرد همگن با دامنه

توان اين مسائل را با استفاده از روش  اي انتگرالي حل نماييم. البته ميه گيرند را توسط روش نامحدود قرار مي

  .به اين مطلب اختصاص داردكتاب  7پلاس حل نمود كه فصل تبديل لا

حال  .ل ناپايا بسط دادسادگي براي مسائل سه بعدي و مسائ توان به نتايج حاصل از اين بخش را مي

  ها را با تعدادي مثال بيان كنيم.خواهيم روش جداسازي متغير مي

  1مثال  2-1

و دماي  F(y) دماي پايه پره .)10شكل ( گيريم مي را در نظر lيك پره نامحدود دو بعدي با ضخامت 

  م دماي پاياي پره را بدست آوريم.خواهي ضريب انتقال حرارت بزرگ است. مي .است ∞T محيط

  10شكل 
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  10شكل 

  به صورت زير است: مسألهفرمولاسيون ديفرانسيلي 

 

 

 

كه براي اين امر لازم است كه  ،ي متغيرها را بدست آوريمازخواهيم جواب حاصل از روش جداس حال مي

اين شرايط را ايجاد  Tحسب متغير  بر مسألهبيان  با باشد. اگر چه شرط مرزي همگن 3دله ديفرانسيل و معا

  ابراين با تبديل ساده زير داريم:بن ،نخواهد شد

 

شود.  مگن ميسه شرط از شرايط مرزي ه ،گني معادله ديفرانسيلمه گذاري برربدون اث ،با اين تغيير متغير

  به صورت زير است: θحسب  بر مسألهبنابراين فرمولاسيون 

                        )45(  

                           )46(  

       )47(  

       )48(  

            )49(  

  حاصلضرب جواب به صورت زير باشد: كنيم حال فرض مي

        )50(  
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  خواهيم داشت: XY تقسيم نتيجه بر و )45( درون معادله )50( معادله نداد سپس با قرار

       )51(  

همگن باشد. با انتخاب  yجهت  ،مقدار مشخصه مسأله اي انتخاب شود كه در بايد به گونه 2λاينجا علامت  در

2λ− ،جواب ويژه در جهت y اشاره شد 2شود كه همانطور كه در بخش  ان ميبه صورت توابع هيپربوليك بي ،

  مناسب خواهد بود. +2λ ما مسألهاز اينرو براي  ؛توانند متعامد باشند اين گونه توابع نمي

را به شرايط يك بعدي تبديل  مسأله) شرايط مرزي همگن دو بعدي 50علاوه بر آن استفاده از معادله (

 ني) است. بنابرا47كن است به سادگي توسط يكي از شرايط بيان شود كه آن شرط معادله (ممامر اين  .كند مي

),()()( ،اختياري و دلخواه است Y(y) از آنجايي كه yYXy ∞=∞θ 0 دهد كه بايد ان مينش)( =∞X .باشد  

  يان خواهيم نمود:به صورت زير ب و yو  xرا به صورت جداگانه در جهات  مسألهسرانجام، 

     

                                  (52) 

     )53(  

جدايي ناپذير است، و براي مرحله آخر راه حل، مورد استفاده قرار  ،x شرط مرزي ناهمگن در جهت

  گيرد. مي

ابع مشخصه تو ).را ببينيد 13تا  7معادلات حل شده است ( 2) قبلاً در بخش 52مقدار مشخصه معادله ( مسأله

yCyحاصل  nn λϕ sin)( lnو مقادير مشخصه  =1 /πλ = ،,...3,2,1=n 52بنابراين جواب معادله ( .باشد مي (

)()( به صورت yCyY nnn ϕ=  است كه در آنCn جواب كلي  ،به عبارت ديگر .يك ثابت اختياري است

  شود: بر حسب توابع نمايي به صورت زير بيان مي ) به شكل مناسبي53معادله (

        )54(  

  تياري است.يك ثابت اخ Bn كه
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  به صورت زير است: مسألهجواب حاصلضرب  ،)50براين، با استفاده از معادله (بنا

        )55(  

  شود.  ده مينشان دا an با بستگي دارد و n همواره به صورت يك حاصلضرب بوده و به مقدار ويژه BnCn كه

به طور واضح،  .، استفاده شودمسأله) براي حل 55بايد در معادله ( n اكنون بايد تعيين كنيم كه كدام مقدار

) براي همه 49) و (48)، (47)، و شرايط مرزي همگن يعني معادلات (45) در معادله ديفرانسيل (55معادله (

) 55(با معادله  )46(، شرط مرزي ناهمگن، معادله باشند. به عبارت ديگر مقادير مثبت عدد صحيح صادق مي

  :تركيب شده و داريم

 

صادق نباشد. اگر چه با استفاده از خطي بودن  nكه به طور كلي ممكن است اين رابطه به ازاي مقادير منفرد 

، n ر مثبتحسب تمام مقادي اين مشكل غلبه نمود. از اينرو، بر توان بر پذيري مي و استفاده از اصل جمع مسأله

  توان به فرم زير نوشت: جواب را مي

       )56(  

  كند: ) بسط زير را حاصل مي56(بنابراين شرط ناهمگن استفاده شده در معادله 

        )57(  

ت بدس )23( معادله را با استفاده از an توانيم مقادير و مي است اينجا تابع وزني واحد شايان ذكر است كه در

  ه صورت زير است:آوريم. نتيجه ب

        )58(  

  

  ) به صورت زير خواهد بود:58( است. از اينرو معادله l/2 برابر n براي مقادير صحيح )58( مخرج معادله
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       )59(  

  

را به صورت زير بدست  مسألهتوانيم جواب  ) مي56( درون معادله )59( معادله نداد ، با قرارسرانجام

  آوريم:

    )60(  

  

  جايگزين شده است. ηر با متغي )59( هلدر معاد yير متغ هك

  :به ويژه اگر دماي اوليه يكنواخت باشد، يعني

 

  به صورت زير است: )59( نتيجه معادلهدر 

        )61(  

ابت پايه به صورت زير اساس دماي ث بر مسألهجواب  ،قرار دهيم )56( را درون معادله )61( بنابراين اگر معادله

  :خواهد بود

     )62(  

  

 و n=2k+1به صورت  k با تعريف عدد صحيح ،براي دما صادقند n از آنجاييكه تنها مقادير فرد صحيح از

  تر زير بنويسيم: ) را به صورت مناسب62توانيم معادله ( ، ميλn=nπ/l استفاده از

    )63(  

  

  گيرد. حيح و صفر را در برميهمه مقادير مثبت ص k كه
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  11شكل 

  

   2مثال  -2-2

مختصات جديد  أيك مبد را در 1 خواهيم جواب مثال ، ميمسألهمختصات بر  أبراي نشان دادن اثر انتخاب مبد

  .بدست آوريم در پايه θ0دماي يكنواخت  براي مورد )11 شكل(

امت پره به عنوان ضخ 2l موجب استفاده از ،مسألهتعريف شده در  با توجه به طول جديد مسألهتقارن دمايي 

  به صورت زير است: θبر حسب  مسألهشود. فرمولاسيون  مي
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مرزي سيستم به صورت زير معادله ديفرانسيل و شرايط  ،+2λ و )50( با استفاده از جواب حاصلضرب معادله

  شوند: تبديل مي

    )64(  

      )53(  

  شود.  ترجيح داده مي تر بوده و مناسب، yاينجا شرط تقارن وسط صفحه در جهت  در

  به صورت زير است: )64( معادله استفاده از با yجهت  مقدار مشخصه در مسألهجواب 

         )65(  

  و داريم:

) توابع مشخصه   66(         

) مقادير مشخصه67(      

  يك ثابت دلخواه است. Cnكه 

  ) است:53( معادله ،پيش مسألهمشابه ، xجهت  مقدار مرزي در مسألهجواب 

         )54(  

) نتيجه زير را حاصل 67) و (66)، (65)، (54( تو تركيب آن با معادلا )50( بنابراين جواب حاصلضرب معادله

  كند: مي

       )68(  

  

  .است an=BnCn اين معادله دوباره كه در
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)0,(0 شرط مرزي ناهمگن داده شده از استفاده سرانجام با θθ =y، را به معادله زير تبديل 68( معادله توان مي (

  :نمود

        )69(  

  ) خواهيم داشت:23( سپس مثل قبل، با استفاده از معادله

         )70(  

  به صورت زير خواهد بود: مسألهجواب  )،68( درون معادله )70( دادن معادله بنابراين، با قرار

      )71(  

  

ي، صات مختلف است. بجز در مسائل بديهدهنده دماي يكسان در دو سيستم مخت ) نشان71) و (63(معادلات 

شرح  7مختصات بسيار مهم بوده و در اولين مرحله روش حل بايد انتخاب شود. اين نكته در بخش  أانتخاب مبد

  داده شده است.

  

   3 لمثا -2-3

 بدست آوريد. در) 12(شكل  hرارت محدود انتقال ح را براي ضريب 2توزيع دماي سطح گسترش يافته مثال 

  به صورت زير است: 2 مسألهبر حسب مختصات سيستم  مسألهاين مورد فرمولاسيون 

 

 

 

  كند: را به روابط زير تبديل مي مسألهفرمولاسيون  )50( جواب حاصلضرب داده شده توسط معادله
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  12شكل 

  

   )72(  

        )53(  

  

  ي جواب زير است:دارا )72( معادله ،y صه در جهتمقدار مشخ مسأله

         )73(  

  با

) توابع مشخصه   74(         

 

  است: جبري زير هاي معادله غير كه مقادير مشخصه، ريشه

        )75(  

  هاي زير بازآرايي نمود: توان به يكي از صورت ) را مي75( معادله

 

  ده شده است.نشان دا 13كه به صورت گرافيكي در شكل 
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  :اينرو از ؛است 2و  1مثال  دنمان، xجهت  مقدار مرزي در مسأله

 

 

 

 

 

 

 

 )54(  

  13شكل 

  

  به صورت زير است: مسألهجواب حاصلضرب  و

       )76(  

  ، خواهيم داشت:ده از شرط مرزي ناهمگن باقيماندهبا استفا

        )77(  

  رت زير است:) به صو23( استفاده از معادله با an كه مقدار

       )78(  

  به صورت زير است: مسأله، توزيع دماي )76(درون معادله  )78( دادن معادله قرار با
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   )79(  

  ]افتد؟ ) چه اتفاقي مي70( معادله آنگاه در ،h→∞ اگر[

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  14شكل 

  

   4مثال  -2-4

يب انتقال . ضر)14است (شكل  2Lو عرض  σاي با ضخامت  ، صفحه2 يافته مثال شود سطح گسترش فرض مي

است. توزيع دما در طول  h و ضريب انتقال حرارت افقي داراي مقدار متوسط حرارت عمودي بزرگ بوده

  صفحه را بدست آوريم. يخواهيم دماي پايا است. مي نظر قابل صرف σ ضخامت

  به صورت زير است: θحسب  بر مسألهفرمولاسيون 
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  ه از قاعده حاصلضرب خواهيم داشت:استفاد نند قبل باما

    

 )64(  

     )80(  

  ؛ از اينرو:است 2ل مشابه مثا )،64( معادله ،مسأله y جهت

 

  خواهيم داشت: x جهت در

       )81(  

زي با an هيچ نقشي را در محاسبه x چه از آنجاييكه جهت فرق دارد. اگر 2و بنابراين اين معادله با مثال 

به  مسألهاينرو ممكن است جواب  بدست آيد. از )70( معادله ممكن است با استفاده از an مقدار ،كند نمي

  سادگي به صورت زير نوشته شود:

     )82(  

0→m 0توان به صورت  را مي→h  يا∞→σ  0تفسير نمود و وقتيكه→m ،71(به  )82( آنگاه معادله (

  شود. نزديك مي

  

   5مثال  -2-5

در  v يافته با سرعت ثابت چيست. فرض كنيد كه سطح گسترش 2 مسألهخواهيم بدانيم اثر حركت بر جواب  مي

 أه مبدتوزيع دماي پايا با توجه ب). 15(شكل نظر است  ند، كه در آن جهت هدايت قابل صرفحركت ك xجهت 

  را بدست آوريد. 2مختصات ثابت استفاده شده در مثال 
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  فرمولاسيون به صورت زير است:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  15شكل 

  

  كند: قاعده حاصلضرب نتايج زير را حاصل مياست.  2s=ρcV/kكه 

    )64(  

         )83(  

  شود. حاصل مي 4 و 2 همان فرمولاسيون مثال yبينيم كه در جهت  دوباره مي

تغيرها همان كند، روش جداسازي م در يك جهت تغيير نميفيزيك و هندسه  مسأله واضح است كه وقتي

  كند.  ولاسيون را براي اين جهت حاصل ميفرم
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  جواب به صورت زير است: xدر جهت 

 

  استفاده از قاعده حاصلضرب داريم: بنابراين با

        )84(  

) 69( را به) 84(معادله ، نجام استفاده از شرط مرزي ناهمگنسرا

 دادن اين مقدار درون معادله شود. با قرار ) حاصل مي70( معادله با استفاده از an كند، كه در آن مقدار تبديل مي

  )، دماي پره به صورت زير است:84(

     )85(  

  .كنيم ، كه اكنون بيان ميGraetz مسألههاي نفوذ خطي است،  همترين مثالور يكي از مكمثال مذ

   6مثال -2-6

توسعه يافته بين دو صفحه موازي تعويض  را با يك سيال ويسكوز با جريان آرام كاملاً 5 جسم مثال

عايق بوده در حاليكه نيمه  نظر است. نيمه بالادستي صفحه ). ضخامت صفحه قابل صرف16(شكل  كنيم مي

نظر است. دماي سيال جريان  رفشود. هدايت محوري قابل ص ستي آن در دماي صفر نگه داشته ميد پايين

  خواهيم توزيع دما در سيال را بدست آوريم. باشد. مي مي θ0 كه ،بالادستي يكنواخت است
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  16شكل 

  

با سرعت جريان  ،5 مسألهيكسان است. فقط سرعت يكنواخت  5با فرمولاسيون مثال  مسألهفرمولاسيون 

  ي جايگزين شده است:دو صفحه مواز توسعه يافته بين آرام كاملاً

 

به صورت زير بيان  η=y/l بعد متغير بي و um حسب مقدار متوسط توان اين سرعت را به شكل مناسبي بر مي

  نمود:

        

 )86(  

)/(/µ3كه  2ldxdpum   است. =−

در  )86( با معادله vبعد در نظر گرفتيم. با جايگزيني  ، آنرا به صورت فرمولاسيون بيمسألهبدليل مطالعه پارامتري 

  بعد مناسب خواهيم داشت: دادن اعداد بي و قرار 5 فرمولاسيون مثال

        )87(  

θθψ/0 كه = ،aluPe m Pelxو  =/ )/(=ξ معكوس است .ξ ، مدولGraetz و با  شود ناميده مي

)//(/1 lxPeGz == ξ صادق بوده و داريم:87( شرايط مرزي در معادله .دوش ان داده مينش (  

 

),()()( با استفاده از قاعده حاصلضرب ηξηξψ YX=  توان تفكيك نمود: را مي مسألهبه راحتي  

   )88(  

 

مهندسان شیمى تهران

www.ChemEng.ir



 

 19

         )89(  

بيان نمود.  حسب توابع ساده بر توان ) را نمي88( جواب معادله ،هاي قبلي مثال بر خلاف معادلات موجود در

توانيم جواب كلي  كنيم. مي ، براي حل استفاده ميذكر شد جلسات قبلهاي تواني كه در  بنابراين از روش سري

را به صورت منحني زير نشان دهيم: مسأله  

      )90(  

)1( كه
0G  2(و(

0G دهنده تابع  نشانGraetz ا درجه صفر است. دوباره و دوم ب لمختصات كارتزين از نوع او در

) با ماهيت نوساني معمولاً متشكل از توابع زوج و فرد 90اي مثل معادله ( شويم كه جواب كلي معادله متذكر مي

  باشد. مي

)1()(كنيم كه  فرض مي
0 ληG  2()(و(

0 ληG ع فرد و زوج هستند. اولين شرط دهنده تواب به ترتيب نشان

)()(بوده و تابع مشخصه  B≡0دهد كه  ) نشان مي88مرزي در معادله ( )1(
0 ληηϕ Gn است. با استفاده از  =

هاي معادله  در واقع اين مقادير مشخصه، ريشهآيد كه  شرط مرزي دوم، مقادير مشخصه بدست مي

0)()1(
0 =ληG ) يعني 89هستند. با كمك جواب كلي معادله (ξλ2−eي حاصلضرب را  توانيم قاعده ، اكنون مي

  براي اين مسأله به صورت زير بنويسيم:

       )91(  

)0,(1سرانجام با استفاده از شرط مرزي ناهمگن مسأله  =ηψ :خواهيم داشت  

 

  ) داريم:23كه با توجه به معادله (

      )92(  
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شويم كه  تري بيان نماييم. متذكر مي را به صورت مناسب anبا استفاده از روابط رياضي، توانيم  اكنون مي

)()1(
0 ηλnG ) است كه به جاي آن، 88يك جواب ويژه معادله (Y(η) دهيم و با  را در اين معادله قرار مي

  شود: ) به فرم زير حاصل مي92تري براي صورت معادله ( عبارت ساده )0,1زه (گيري از نتيجه آن در با انتگرال

    )93(  

)1()() را بر حسب 88) مهمتر است. ما ابتدا معادله (92بعضي اوقات بازآرايي مخرج معادله (
0 ηλnG  به صورت

nn ddG ληλ /)()1(
  گيريم: ) انتگرال مي0,1بيان نموده و سپس از نتيجه حاصل در بازه ( 0

  )94(  

  

  

  

)1()() را كه به صورت 88سپس معادله (
0 ηλnG  1()(بيان شده در(

0 ηλnG  ضرب كرده و از نتيجه حاصل در

  گيريم و داريم: همان بازه انتگرال مي

)95(  

  شود: نتيجه زير حاصل مي nλ) با توجه به 95گيري از معادله ( با ديفرانسيل

 

 

 )96(  

  

 2 بر )96( با تقسيم معادله ممكن است تغيير نمايد. nλو  η گيري با توجه به كه مرتبه ديفرانسيل شويم متذكر مي

  شود: ) رابطه زير حاصل مي94( معادله گذاري نتيجه ازيو جا
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  )97(  

  

  ) خواهيم داشت:92( درون معادله )97( ) و93( دادن معادلات با قرار

 

  دما درون سيال به صورت زير است: بنابراين توزيع

     )98(  

  

چه با توجه به نقطه نظر محاسبات انتقال حرارت، آگاهي از حرارت تلف شده از سيال مهمتر از آگاهي از  اگر

 به انتقال حرارت از سطوح بحث مي ابستهاعداد بدون بعد و دماي سيال است. در اين ارتباط ما ابتدا در مورد

  كنيم.

انتقال حرارت به  استفاده از ضريب با σاز سطح  qn، ممكن است انتقال حرارت ديديم 2همانطور كه در فصل 

  صورت زير باشد:

 

را بر حسب هدايت  qn، 2باشند. همچنين در فصل  محيط مي دماهاي سطح و دهنده به ترتيب نشان ∞Tو  Tσ كه

  الف خواهيم داشت:17به جسم بيان نموديم. بنابراين با توجه به شكل  از يا

 

ا بازآرايي معادله مذكور، عدد بايوت به صورت ب .پذيري جسم هستند به ترتيب دما و ضريب هدايت ksو  Ts كه

  شود: زير حاصل مي

       )99(  
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را نيز بر حسب هدايت از يا به سيال (نشان داده  qn به طور واضح ممكن است كه .طول مشخصه است L كه

  يان كنيم. بنابراين خواهيم داشت:ب ب)17 شده در شكل

 

  ه صورت زير بازآرايي نمود:توان آن را ب كه مي

      )100(  

) 100) و (99در معادلات ( ∞Tوقتيكه سيال محدود باشد،  .به عنوان عدد (ضريب) ناسلت معروف است Nn كه

  نماييم، شود، تعويض مي اي متوسط سيال كه دماي بالك ناميده ميرا با دم
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  17شكل 

  

      )101(  

 

تذكري در مورد تفاوت در  .معياري از مقدار سرعت متوسط سيال است U دهنده سطح سيال و نشان A كه

) به 99شود، و معادله ( داده مي مسألهدر ) Tb(يا  ∞Tو  hدر مسائل هدايت،  ):100) و (99استفاده از معادلات (

 جايي بر شود. مسائل جابه داده نمي h داده شده ولي ∞T جايي مسائل جابه شود. در عنوان شرط مرزي استفاده مي

درون معادله  h هاي حاصل براي حصول مقدار ؛ سپس جوابشوند حل مي h حسب شرايط مرزي نامربوط به

  شود. ) قرار داده مي100(

  ) به صورت زير است:101) و (100خودمان برگرديم. شكل مناسب معادلات ( مسألهخواهيم به  ال ميح

 

  و:

 

  ) خواهيم داشت:98سرانجام با استفاده از معادله (

 

  

  ) خواهيم داشت:93(و نوشتن معادله  bψ ) درون98سپس با قراردادن معادله (
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  شود: به صورت زير حاصل ميبنابراين عدد ناسلت 

      )102(  

  

بنابراين  .رسم شده است ξ حسب ناسلت بر ،18در شكل 

د مذكور حدو[ Nu→825.1آنگاه  ξ→∞ و وقتيكه Nu→∞آنگاه  ،ξ→0 توان فهميد كه وقتي كه مي

  .له بدست آمده است]با استفاده از فيزيك مسأ Nuبراي 

، مسألهاگر چه بدليل جلوگيري از افزايش پيچيدگي  .شود بررسي مي مسألهبر  يدر مثال بعدي اثر هدايت محور

  .)يافته متحرك داشته باشيم ا يك سطح گسترشيآل باشد ( شود كه سيال مورد نظر ايده فرض مي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  18شكل 

  7مثال  -2-7

  ، حل كنيد.را براي زماني كه اثرات هدايتي در جهت حركت هم در نظر گرفته شده 5مثال 
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رسانش محوري دو اثر دارد. اول، اثر خود رسانش محوري كه اغلب  از جلسه پنجم، 3طبق توضيحات مثال 

22مورد توجه است و به صورت  / x∂∂ θ و اثر دوم با همان اهميت، در  ،شود اده ميدر معادلات ديفرانسيل د

مستتر است كه آن نفوذ رسانشي گرما به خارج از محدوده انتگرالي اوليه است. بنابراين در اين  مسألهفيزيك 

قابل تعيين  x=0دما در  ،مرز بين دو  ناحيه است x=0از آنجاييكه نقطه  .)19ما دو محدوده داريم (شكل  مسأله

  نيست.

به عبارت ديگر تساوي دماها و شارهاي حرارتي بايد مشخص  ؛ايد شرايط مرزي طبيعي مشخص شوددر اينجا ب

 θ0دما به صورت  ،است x<0 يا به عبارت ديگر در سطح پره هنگاميكه x=0 در فاصله منفي دور از نقطه .شود

),( با استفاده از معادله .قابل نمايش است yxθ احيهبراي توزيع دما ن x>0  و),( yxψ براي x<0  مسألهدماي 

  توان به شكل زير نوشت: را مي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  19شكل 
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شود به همراه چهار شرط مرزي همگن و چهار شرط  اين فرمولاسيون دو معادله ديفرانسيل همگن را شامل مي

),(0يكي از شرايط ناهمگن،  .مرزي ناهمگن θψ =lx ،بليت متعامد شدن را يك ناهمگني را به جهتي كه قا

اگر چه تبديل  ،مناسب است x<0 كند و بنابراين استفاده از روش جداسازي متغيرها براي ناحيه دارد وارد مي

),(),( 0 yxyx φθψ ),( از اينرو ايزوترم اين مشكل را رفع خواهد كرد. x<0 براي =+ yxφ براي ناحيه x<0 

  شود: به صورت زير مي

 

 

 

 

  شود. نمي بدون تغيير باقي و ديگر تكرار x>0مانده فرمولاسيون قبلي براي كه معادلات باقي

),( در y پاسخ همگن جهت yxθ  و),( yxφ يكسان است. پاسخ كلي در جهت  5و  4، 2هاي  در مثالx  به

  شود: ير ميصورت ز

    )103(  
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را  x<0 فيزيك منطقه ،)103هر چند جمله اول معادله ( .ها قابل استفاده است كه پاسخ فوق براي هر دو ناحيه

  شود: از اينرو پاسخ به صورت زير نوشته مي .مناسب است x>0 در حاليكه جمله دوم براي منطقه ،كند ارضا مي

    )104(  

       

    )105(  

  :ساوي قرار دادن دماي دو ناحيه. با مدنآي بدست مي x=0در  ياز روي شرايط مرز bnو  an در اينجا

     )106(  

  ، پاسخ به صورت زير است:)66هاي متعامد از معادله ( بصورت مجموعه سري θ0 با بسط

       )107(  

  شود: ) نتيجه زير حاصل مي106) در معادله (107دادن معادله ( با قرار

        )108(  

  دهد: تساوي شارهاي حرارتي نتيجه زير را مي

    )109(  

) و تعريف 105) و (104و جايگذاري نتايج در معادلات ( bnو  an ) براي109) و (105سپس حل معادله (

  شود: نتايج زير حاصل مي ،پارامترهاي بدون بعد

 

 

  آيد: دو ناحيه به صورت زير بدست ميدر نهايت دماي بدون بعد 

)110(  
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     )111(  

  

  

  جلسه پنجم را ملاحظه كنيد. 3مثال  ،براي جزييات بيشتر

 

) تبديل به معادلات زير 111) و (110( تاثرات رسانش محوري حذف شده و معادلا Pe→∞زمانيكه 

  ند:شو مي

        )112(  

    )113(  

  

  ) است.85عادله (بعد م ، شكل بي) مطابق انتظار113معادله (

),(بعد دماي  شكل بي yxψ  و),( yxθ ) حال به ادامه بحث با  .) داده شده است111) و (110بوسيله معادلات

  پردازيم. مي مسألهمطالعه عددي 

0)( دماي مرز دو سيستم كه دما در نقطه 20در شكل  ∞== Gzξ اساس بر ،است η  3/0،  05/0براي مقادير ،

  باشد. مي Pe دهنده اثرات مثبت رسانش محوري با كاهش . نتايج نشانرسم شده است Pe عدد ،50 و 5، 2، 1
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  20شكل 

رسم شده  Peعدد  2و  1،  3/0، 2/0،  1/0، 05/0براي مقادير  Gz/1حسب  دماي صفحه مياني بر 21در شكل 

  يابد. افزايش مي Pe كاهش عدد با x<0 زيع دما به محدودهطبق انتظار، نفوذ تو .است

  شود: به صورت زير نوشته مي L بر پايه فاصله hدر نهايت ضريب انتقال حرارت 

 

  و در ادامه:
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  21شكل 

  

 

),1;(0 كه در معادلات بالا θξψψ == Pw  1;(0و,( == Pw ξθθ .) در 111) و (110با قرار دادن معادلات (

  :دنآي معادلات زير بدست مي ،معادلات فوق

 

               )114(  

 

               )115(  

رسم  Peعدد  2و  1، 3/0، 2/0، 1/0، 05/0براي مقادير  Gz/1حسب  بر 22) در شكل 115) و (114معادلات (

 ،ت با افزايش اهميت رسانش محوريتوجه به اين نكته ضروري است كه توسعه ضريب انتقال حرار .شده است

  يابد. كاهش مي
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  22شكل 

  

  (XML) انتخاب محورهاي مختصات  -3

دو بعدي در مختصات كارتزين بدون هيچ بحثي راجع به مختصات  مسألههاي گذشته تعدادي  در بخش

شرايط فيزيكي  يك كه هر دو 2 و مثال )(براي دماي پايه ثابت 1انتخاب شده حل شد. همچنين پاسخ مثال 

ها از نظر  ختلف در نظر گرفته شده است. پاسخكنند، به صورت دو سيستم مختصات م يكساني را بيان مي

يت اهم پيچيدگي رياضي، قابل قياس هستند و از اين رو انتخاب محورهاي مختصات كه در بعضي مسائل از

  هاي زير تشريح شده است. بالايي برخوردار است، در مثال

  

   8مثال  -3-1

  ).23ته باشد را دوباره حل كنيد (شكل را داش L را با فرض اينكه پره طول محدود 2مثال 
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 7و  5، 4، 2هاي  (جهت متعامد) همانند مثال y جهت جداسازي است. پاسخ در قابل هاي قبل مشابه مثال مسأله

. فرمولاسيون اين جهت همراه آيد (جهت غيرمتعامد) اكنون به طور صريح بدست مي xپاسخ در جهت . باشد مي

  باشد: مرزي قابل تفكيك به صورت زير مي با شرط

        )116(  

         )117(  

  شود: كه پاسخ كلي معادله به صورت زير نوشته مي شود د از توابع هيپربوليك استفاده ميبراي بازه محدو

      )118(  

  شود: حاصل مي نتيجه زير )118( در معادله )117( دادن شرط معادله با قرار

       )119(  

)، معادله 118( دادن نتيجه بدست آمده در معادله و قرار ،B به طور مثال براي، Bيا  Aبراي  )119( با حل معادله

  آيد: به صورت زير در مي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  23شكل 

  شود: آرايي ميكه معادله فوق به صورت زير باز
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  شود: زير نوشته مي به صورت مسألهپس پاسخ حاصلضرب 

 

* دهيبا مقدار
na ود:ش ما در پره به صورت معادله زير ميهاي قبل، توزيع د مشابه مثال  

    )120(  

كنيم.  باشد، حل مي 24را براي حالتيكه مختصات سيستم به صورت نشان داده شده در شكل  مسألهحال 

 ξ كند. در اينجا متغير جديد تغيير مي x ولي فرمولاسيون در جهت ،ماند ثابت باقي مي y فرمولاسيون جهت

  شود: تعريف مي

        )121(  

         )122(  

 با .شود جايگزين مي ξ با xبا اين تفاوت كه  ،خواهد شد )118( به صورت معادله )121( پاسخ كلي معادله

  آيد: ضرب جديد بدست مياصلشود و قاعده ح مي A=0 )122( معادلهاستفاده از 

 

  آيد: ، دماي پره به صورت زير بدست ميbnبا مقداردهي 

     )123(  

تر از سيستم  مناسب مسألهبراي اين  24 سيستم مختصات شكل، xتر بودن پاسخ در جهت  به علت ساده ،ازاينرو

  شود. مي 23مختصات شكل 
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  24شكل 

اي انتخاب جهت همگن برگرفتن يك عبارت مشابه، برتواند با در اكنون نتايج فوق براي جهت ناهمگن مي

  عموميت يابد.

اسازي متغيرها و دج. در بحث ، انتخاب محور مناسب و معمول اهميت زيادي داردمسألهدر فرمولاسيون يك 

اي توابع مشخصه را بر پايه سيستم  مسأله هرجهت همگن در  تئوري توابع متعامد بيان شد كه شرط مرزي اول در

مقادير  ،كند. شرط مرزي دوم به همراه نتيجه بدست آمده از شرط مرزي اول مختصات انتخاب شده، محاسبه مي

متناسب با  ،ترين توابع مشخصه ممكن را ملاحظه كنيد). بنابراين ساده 4 مسألهدهد ( مشخصه را نتيجه مي

  آيد. ترين شرط مرزي همگن بدست مي جهت همگن) كه از روي سادهست (در محورهاي مختصاتي ا

دهد.  هاي ويژه در جهت ناهمگن مي اي بين پاسخ نتيجه حاصله ديگر اين است كه شرط مرزي همگن رابطه

است (درجهت همگن) كه از روي پاسخ براي محورهاي مختصاتي  ،ترين پاسخ در اين جهت بنابراين ساده

  آيد. همگن بدست ميترين شرط مرزي  ساده

دهد.  هاي ويژه در جهت ناهمگن مي اي بين پاسخ رابطه همگننتيجه حاصله ديگر اين است كه شرط مرزي 

(در همان جهت) كه از شرط پاسخ براي محورهاي مختصاتي است  ،ترين پاسخ در اين جهت بنابراين ساده

  ل تفكيك بدست آمده باشد. مرزي قاب

 ،شود. اين نكته عجيب نيست صات در مسائل يك بعدي استفاده ميمحورهاي مخت اين روش تنها براي انتخاب

ند و شرايط مرزي آنها براي مقداردهي ضرايب نامعين زيرا مسائل يك بعدي مسائل مقدار مشخصه نيست

اينرو در مسائل يك  مقادير مشخصه. از نه براي بدست آوردن توابع مشخصه و ،شود هاي ويژه استفاده مي پاسخ
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باشند را به  و جهت كه شامل اين ضرايب ميتوان يك يا د أ در يك مرز پيچيده ميبعدي، بوسيله انتخاب مبد

  اي ساده كرد. طور قابل ملاحظه

  

   ناهمگني  -4

شامل يك  ،شود زي متغيرها حل ميادر گذشته، مسائل دو بعدي پايدار مختصات كارتزين كه با روش جداس

مراه مراه دو شرط مرزي همگن در جهت محدود يا يك شرط مرزي همگن به همعادله ديفرانسيل همگن به ه

مانده (محدود يا نامحدود) بود. اما اغلب مسائل دو بعدي اين روش شرايط را يك شرط ناهمگن در جهت باقي

ي شوند كه در شرايط بالا صدق كند و در بعضي موارد مسائل بايد در صورت امكان تبديل به شكل ارضا نمي

هاي قبلي حل شده در اين فصل مورد  باشد، روشي كه در مثال يك راه انجام اين تبديل، تغيير سطح دما مي .كند

شود. به اين  پذيري استفاده مي ، از مفهوم قاعده جمعپذير نبود است. اگر اين مورد امكان استفاده قرار گرفته

د نصدق كنهمگني مورد نياز از آنها در شرايط تر كه هر كدام  ساده مسألهرا به چند  مسألهتوان  صورت كه مي

  هاي مورد نظر جمع شوند.  مسألهتقسيم نمود و در نهايت، 

. از آنجاييكه مرزهاي تواند نتيجه ناهمگني در مرزها و يا ناهمگني در معادله ديفرانسيل باشد ناهمگني مي

  گيرند. ، ابتدا مورد بررسي قرار ميباشند تر مي ناهمگن ساده

  

   9 مثال -4-1

  .25نشان داده شده در شكل  مسألهمطلوبست محاسبه دماي پايدار 
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  25شكل 

  

  

  

 

 

 

  

  

  

   26شكل

قابل تقسيم به  25شود. شكل  انتخاب مي y جهت ،مسألهعمودي به طور دلخواه و بدون توجه به كليت  محور

مرزي همگن هستند. گرچه، تبديل  باشد. هر كدام از آنها شامل يك شرط ناهمگن و سه شرط مي مسأله رچها

=−∞ساده  TTθ  0(ياTT −=ψ ( شرط مرزي ناهمگنh ،∞T  يا)0Tكند. با ) را به شرط همگن تبديل مي 

=−∞از  استفاده TTθ، اكنون قابل بيان به صورت سه  مسألهشود. اين  ديل ميتب 26 به شكل 25 از شكل مسأله

 ،توجه شود كه تبديل يك شرط مرزي ناهمگن به يك شرط مرزي همگن .مسألهباشد نه چهار  مناسب مي مسأله

فيزيك آن شرط مرزي را نبايد تغيير دهد. به عبارت ديگر، تنها شكل همگن معادله 

)()/( ∞−=∂∂± TThnTk ،hTnTk =∂∂± يا تنها فرم  ،صفر باشد ∞Tو آن زماني است كه  باشد مي )/(

qnTk همگن معادله ′′=∂∂± )/(0به صورت  )/( =∂∂± nT باشد. مي  
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آيد كه مجموع  در مي 27 نشان داده شده در شكل مسألهبه صورت سه  26 شكل هلاز اينرو مسئ

321 θθθ هاي  مشابه مثال 3θو  1θ ،2θ كنند. پاسخ صدق مي 26رانسيل و شرايط مرزي شكل در معادله ديف ++

نشان داده  27در شكل  مسألهآيد و در اينجا نيز لازم به ذكر نيست. محورهاي مناسب براي هر  قبلي بدست مي

ت سيستم مختصات معمول زماني قابل جمع كردن است كه اين مسائل به صور شده است. پاسخ اين مسائل

  نوشته شود.

 

 

 

 

 

 

  27شكل 

باشد. مثال بعد روش  وابسته به توليد انرژي داخلي مي معادله ديفرانسيل است كه ناهمگني در ي،نوع دوم ناهمگن

  دهد. نگونه مسائل را نشان ميحل اي

  

  10مثال  -4-2

پيدا را زماني كه ضريب انتقال حرارت عدد بزرگي باشد  جلسه چهارم، 1الكتريكي مثال  دماي پايدار گرمكن

  كنيد.

  آيد: به شكل زير در مي 28هاي شكل  به صورت ترم مسألهفرمولاسيون 

       )124(  

       )125(  
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       )126(  

  

  قابل تفكيك است. معادله ديفرانسيل ناهمگن و غير

  شود: ر فرض مييبه صورت ز مسألهپاسخ 

       )127(  

  يا:

 

 

 

 

 

 

  

  28شكل 

  

       )128(  

  اين مورد اختياري است. ها در كدام ازاين شكل استفاده از هر

u انرژي داخلي با استفاده از توليد  مسألهيا معادله ديفرانسيل دو بعدي  xφ)( يك بعدي مسألهدر فرمولاسيون  ′′′

),( yxψ شود. بنابراين همگن مي ),( yxψ  براي جداسازي متغيرها مناسب است. ولي فرمولاسيون كلي)(xφ 

),(و  yxψ شود كه كدام از آنها است. در اينجا فرض مي نيازمند مشخص شدن شرايط مرزي هر )(xφ  شكل

  از اينرو: .كند ) را ارضا مي125يك بعدي معادله (
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    )129(  

),( شكل معادله )129) و (127)، (126)، (125)، (124( سپس با تركيب معادلات yxψ  نيز به صورت زير

  شود: مي

         )130(  

         )131(  

      )132(  

  

),(ير ناپذ تفكيك مسأله yxθ  قابل تفكيك  مسألهتبديل به),( yxψ شود. جزيئات راه حل به خواننده  مي

  آيد: شود و پاسخ به صورت زير در مي واگذار مي

  )133(  

)12(/2 كه در رابطه فوق πλ += nLn  2,1,0...,و=n ق براي مختصات باشد. توجه شود كه روش فو مي

  يز به طور كلي قابل استفاده است.اي و كروي و مسائل ناپايدار ن استوانه

  رسد.  پايان مي هيبي انتگرالي حل شده بمطالعه مسائل دو بعدي در مختصات كارتزين با يك مثال كه با روش تقر

  

   11مثال  -4-3

  يتز و كانتروويچ دوباره حل كنيد.وم ررا بوسيله روش انتگرالي، با استفاده از تقريب درجه د 10مثال 

  شود: مي تز پيشنهاديروش ر، 28نسبت به محورهاي شكل  مسألهبا توجه به تقارن حرارتي 

)134(  

)()، 134( معادله در 2
10 yba )(يا  + 2

10 xaa به عنوان جمله آخر تقريب درجه دوم قابل استفاده است. اين  +

  اينجا: شود. در در موردش بحث مي 8است و در فصل  L/l ته به نسبتانتخاب وابس
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     )135(  

  معادله فوق به صورت دلخواه انتخاب شده است.

هاي  از به دو شرط مرزي دارد. طبق روشني كه براي محاسبه ،a1و  a0، دو پارامتر مجهول دارد )135( معادله

وان يكي از اين شرايط بوده و به عن )133) و (132( معادله گذشته، شكل انتگرالي معادله حاكم ديفرانسيلي،

اشاره شد، دو روش براي بدست آوردن شرط سوم وجود دارد.  شود. همانطور كه در جلسات پيش استفاده مي

است. ادامه  مسألهيكي از آنها وابسته به فرمولاسيون انتگرالي است و ديگري مربوط به فرمولاسيون ديفرانسيلي 

تنها در شرط ) 135(شود. از آنجاييكه معادله  باشد و در اينجا قسمت بعدي بررسي مي هده خواننده ميحل به ع

 ،و حل دقيق معادله در دورترين نقاط از مرزها )135( بيشترين عدم تطابق بين معادله ،كند صدق مي مسألهمرزي 

معادله  أكه در مبد مسألهديفرانسيلي از اينرو فرمولاسيون  .دهد ، روي ميمحورهاي مختصات أخصوصاً در مبد

  شود: كند، شرط دوم متداول مي را ارضا مي) 135(

 

  

  شرط اوليه بصورت زير است:

    )136(  

  و از روي شرط دوم:

      )137(  

  آيد: به صورت زير در مي a1و  a0 براي )137) و (136( پاسخ معادله
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  آيد: ر در ميه صورت زياز اينرو معادله ريتز درجه دوم ب

 )138(  

  شود: باشد و به صورت زير انتخاب مي مي L/lتقريب درجات بالاي كانتروويج دوباره وابسته به نسبت 

   )139(  

  يا:

  )140(  

  كه در اينجا:

     )141(  

  گيرد. و به طور دلخواه به صورت تقريب درجه دوم مورد بررسي قرار مي

  آيد: ست مينتيجه زير بد) از فصل دوم، 133(انتگرالي معادله ديفرانسيل  در شكل) 141(دادن معادله  با قرار

 

و 

  آيد: نتيجه زير بدست مي yگيري در جهت  انتگرال با

 

  . نتيجه به اين صورت است:ندوش داده مي اينجا جملات زير انتگرال مساوي صفر قرار كه در

     )142(  

  ، به شكل زير خواهد شد:آيد به دست مي) 141(له از روي معاد أمعادله ديفرانسيلي كه در مبد

      )143(  

ddD دادن اپراتور با قرار   آرايي كرد:را به صورت زير باز )143) و (142( توان معادله ، مي≡/
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    )144(  

      )145(  

  

  بوسيله حذف جبري خواهيم داشت:يا ها  سيله تئوري دترمينانبو X2و  X1براي  )145) و (144( با حل معادله

      )146(  

      )147(  

  

ku)، 146( معادلهه پاسخ ويژ  تبه صور )146( قسمت همگن معادله ) و147( باشد. پاسخ كلي معادله مي ′′′/2

cosh)/( چهار تابع هيپربوليك lxα ،)/(sinh lxα ،)/(cosh lxβ  و)/(sinh lxβ اينجا كه در:  

 

  است: هاي معادله زير ريشه ±l/βو  ±l/α و

 

sinh)/( آيد. پاسخ غيرمتقارن حرارتي بدست مي X2و  X1 بنابراين پاسخ كلي lxα و )/(sinh lxβ  بصورت

  شود: زير مي

    )148(  

      )149(  

) بدست 145) و (144(ظه شده بين روابط از روي فرآيند حذفي ملاح Dو  A ،B ،C در اينجا چهار ثابت

) در معادله 149) و (148رابطه بين اين ثوابت، معادله ( آيد كه اين ثوابت مستقل از هم نيستند. براي محاسبه مي

  آيد: شود. بنابراين روابط زير بدست مي داده مي ارنتيجه مساوي صفر قر ) جايگذاري شده و143(
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ثابت اختياري  4قابل حصول است. بنابراين در واقع تنها دو ثابت از  )142( استفاده از معادله نتايج مشابهي نيز با

) نتايج 149) و (148(معادلات  گذاري نتايج دريو جا B حسب بر Dو  ،Aبر حسب  Cاست. با بدست آوردن 

  آيد: دست ميزير ب

    )150(  

              )151(   

  

  شود: به صورت زير ارضا مي x در نهايت شرايط مرزي در جهت

 

  آيد: اين شرايط معادلات زير بدست مي با

 )152(  

  آيد: پروفايل كانتروويج درجه دوم بدست مي )،152) و (151)، (150)، (141( از اينرو با تركيب معادلات

)153(  

ادامه 

شود. در اينجا مطالعه مسائل مختصات كارتزين پايان يافته  موكول مي 8هاي تقريبي به فصل  رد پاسخبحث در مو

 شود. اي پرداخته مي به بررسي مسائل دو بعدي مختصات استوانه در جلسه بعد و
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   بندي)    خلاصه(جمع-5

مسائل معادلات  نگونهيا كهيياز آنجا ي. بطور كلشد يمحدود م ايپا يبعد كيبه مسائل  مان يمباحث قبل

دو و  يايمسائل پا گر،ي. به عبارت دباشند يمعمولاً قابل حل م كنند، يمرتبه دوم را حاصل م يمعمول ليفرانسيد

آنها وجود  يبرا يراه حل كل چيكنند، كه ه يرا حاصل م يا پاره ليفرانسيمعادلات د ا،يو مسائل ناپا يسه بعد

  مسائل ارائه شده است.  نيا قيحل دق يروش برا نيبعد، چند جلساتو  جلسه نيدر اندارد. 

مختصات متعامد  ستميس كيمتناظر با سطوح مختصات در  يچند بعد تيمسأله، هدا كي يمرزها كهيوقت

 ريپذ امكان يليتحل يها توسط روش قيراه دق كيباشد،  يكرو اي ،يا استوانه ن،يكارتز يها مثل مختصات

 لي. دلاباشد يم سلاپلا ليبر اساس تبد يگريو د رها،يمتغ يروش متداول بر اساس جداساز كياهد بود. خو

ترند؛ اگرچه،  مناسب ژهيحل مسائل و يتر، برا دو روش متداول نيا دهند يوجود دارد كه نشان م يا متقاعدكننده

 ن،ياست. بنابرا يتر شرفتهيپ اتياضياز ر يآگاه ازمنديمناسب است، اما ن دهيچيحل مسائل پ يلاپلاس برا ليتبد

 نيو ا ميينما يدرس مطرح نم نيكتاب عنوان شده است را در ا 7 للاپلاس را كه در فص ليتبد رامونيبحث پ

به كمك روش جداسازي متغيرها،  اين جلسه. در ميده ياختصاص م رهايمتغ يفصل را به روش جداساز

  .نموديمين را حل معادلات پاياي دو بعدي در مختصات كارتز
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