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 پیشگفتار

تواند شروعی خوب برای  اکثر تحقیقات امروز نیازمند علم آمار است و این کتاب می

بر اساس سرفصل دروس « مبانی احتمال»این کتاب برای درس یادگیری آن باشد. 

است. با پرهیز از آوردن  شده نوشته« ریاضی و کاربردها»و « آمار و کاربردها»های  رشته

وبرگ  سادگی و بدون شاخه به شده ارائهه است که مطالب مطالب تکراری، سعی شد

موضوع را درک  یراحت بهبدون نیاز به ریاضیات پیشرفته، دادن، بیان شوند تا خواننده 

 ی خوبی برای گذراندن دروس تخصصی آماری بعدی داشته باشد.  نماید، و پایه

آموزش یک  ، رس هستندانبوه در مسائل کاربردی در دست صورت بهها  داده ازآنجاکه   

دلیل به  را« آر»افزار  نرم رو ازاینرسید  می به نظرافزار آماری در سطح مقدماتی لازم  نرم

آموزش در کتاب، انتخاب  برای افزارها، های برتر آن نسبت به سایر نرم و قابلیت  سادگی

برخی  ای به همراه پاسخ برای ذکر چهارگزینهخودآزمایی کردیم. دو بخش تمرینات و 

ی کتاب،  در مطالعهاست.  قرارگرفتهدر کتاب  یادگیری،و افزایش  ها نکات و ویژگی

های  های پنجم و ششم، را ابتدا مطالعه نماید زیرا مطالب فصل تواند فصل خواننده می

 نیستند.  ها آننیاز  پردازد، پیش اول الی چهارم که به آمار توصیفی می

نقایص علمی و  گونه یچهکه اثر حاضر است بر این بوده  نویسندگانتمام تلاش    

همکاران و دانشجویانی که نظرات اصلاحی  ی از کلیه باوجود اینتایپی نداشته باشد، 

 م بود.یخود را به اطلاع برسانند سپاسگزار خواه

م از جناب آقای دکتر عبدالرضا بازرگان، و جناب آقای دکتر یدان در اینجا لازم می   

متن  ی دقت و حوصله در مطالعه به خاطرالهی، ویراستار محترم کتاب،  ضا نعمتعلیر

شورای شان سپاسگزاری نماییم. همچنین از  ارزنده های یشنهادپ به خاطرولیه و ا

 .رادارمدلت کمال تشکر عمدیریت محترم تدوین، و سرکار خانم متخصصی گروه آمار، 

 نویسندگان

1/04/1931 
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 توصیفی آمار

 
 

 هدف کلی
 از جهت ورود به مبحث آمار توصیفیآشنایی با مفاهیم مورد نی

 های یادگیری هدف
 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:

 هایی تاریخی از کاربرد علم آمار بیان نماید. مثال -
 را تعریف کند.و انواع آن  یی آمار جامعه -
 تصادفی را شرح دهد. ی مفهوم نمونه -
 مفهوم علم آمار را بیان کند. -
 های انسانی را شرح دهد. نقش اعداد در رویدادهای طبیعی و اندیشه -
 آمار توصیفی را تعریف کند. -
 شود. ی چه چیزهایی انجام می وسیله بهدر آمار توصیفی  سازی خلاصهتوضیح دهد که  -
 آمار استنباطی را توضیح دهد. -
 هایی مناسب بیان نماید. متغیرها را با ذکر مثالانواع  -
 هایی مناسب شرح دهد. با ذکر مثال را های آنها ها و ویژگی انواع مقیاس -
 ی خام را با ذکر مثال توضیح دهد. ها مفهوم داده -
 ی ثانویه را با ذکر مثال توضیح دهد.ها مفهوم داده -
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 مقدمه

 ؛رود کار می به معنی دو به آمار ی هکلم
 ، نظیرءاشیا از وسیعی ی دامنه که است های داده از ای مجموعه معرفمعنای رایج آن 

بارندگی  اجناس، درآمدها، میزان ، قیمتیتولید های فعالیتاطلاعات ، جوامع ی اندازه
دولت، توسط  متعارف طور به نوع این از آماری شود. اطلاعات می شامل را و غیره
 این آنکه خلاصه شود. می تولید روزمره زندگی زاهایی  قسمت و های خصوصی بخش
 مربوط عددی های داده تحلیل و آوری، توصیف جمع های روش و نظریهبه  کلمه

های  ی دانش آمار را باید علم و عمل استخراج، بسط، و توسعه ،بیانی دیگر به شود. می
های  داده های گردآوری، تنظیم، پردازش و تحلیل تجربی انسانی با استفاده از روش

 گیری و آزمایش( دانست. تجربی )حاصل از اندازه
علم آمار نیز  ،ای که شمارش اختراع شد توان گفت از لحظه از نظر تاریخی می 

به جامعه، ثروت، تعداد  مربوط اطلاعات ها دولت قدیم های زمان درگسترش یافت. 
به کردند.  می گردآوری ،مالیات آوری جمعو  کشور اوضاع کنترل برای ... را و سربازها

برآورد  را نفوستعداد  ،مسیح تولد از قبل سال هزار ها، چند چینی ،یتاریخ لحاظ
 تشکیل نیز را جامعه تحرک جداول ،نفوس سرشماری بر علاوه نیز مصریان اند و کرده

 سابقه سال دوهزار از بیش اداری آمارهای آوری جمع نیز هند و ایران داده بودند. در
 سربازان شمارش برای ایران پادشاه داریوش زمان در که اند آورده نینچ و دارد
 آن در سنگی پاره و بگذرند خاصی جایگاه از آنان که شد می عمل گونه بدین

  (5:31:5، فروند انج)بگذارند.

 پدر را او  شد. گذاری پایه انگلیسی گرانت جان توسط حیاتی آمار هفدهم قرن در
 و کرد بررسی را مرگ و تولد آمارهای بار اولین برای که ددانن می حیاتی آمار علم

 سرانجام و کرد محاسبه را مختلف سنین در زندگی به امید و تنظیم را میر و مرگ جداول
 نهاد. وجود به عرصه پا لندن در عمر ی بیمه ی سسهمؤ لیناو هفدهم قرن خراوا در

 های بازی مسائلو  احتمال ی هنظری شدن وارد با هفدهم قرن ی نیمه از آمار ی نظریه
 آمار علم پدر عنوان به را انگلیسی «رونالد فیشر» امروزه .یافت توسعه شانسی

، وپرورش آموزشژنتیک، بیومتری،  مانند مختلف های زمینه در را آمار وی .شناسند می
 ای، نقطه برآوردهای شامل آماری استنباط معرفی در و ها وارد کرد مانند آنو  کشاورزی
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بخش مهم دیگری از علم آمار،  .گام بود پیش ها آزمایش طرح ونمونه،  دقیق های توزیع
ی تحت  های مربوط به جامعه شود، در آن به مختصات داده نامیده می« آمار ینزم»که 

)محمدزاده:  گیرد. قرار می موردمطالعهها،  تبع آن ساختار فضایی داده بررسی، و به
3133) 
 جهانی جنگ از قبل کمی رفتاری و اجتماعی علوم در آماری های روش کارگیری به

 تفسیر ضرورت و افزایش یافت مختلف های زمینه در ها آمارگیری تعداد شد. شروع دوم
 ناپذیر اجتناب را آمار علم با آشنایی تربیت و تعلیم و شناسی روان به مربوط اطلاعات

 علمی های زمینه از بسیاری در یتموفق امروزه (31:1 ،و نایبی 31:1 )ساروخانی، کرد.
 آمار علم از لازم اطلاعات داشتن بدون مهندسی و فنی و انسانی، پزشکی علوم مانند

  ممکن است. گاهی غیر و مشکل

 اعداد  1- 1
 که چنان کرده است. هم ایجاد انسانی های اندیشه بیان در تحولی عدد مفهوم کاربردن به

 وضع ،درآورند گفتار و اندیشه به راادهای طبیعی رویدتوانستند،  نمی دور گذشتگان
 بود. اگر خود دور گذشتگان مانند هوا وضع بیان دماسنج، برای اختراع از پیش بشر، تا

 سرد داد: هوا می پرسیدند، مثلاً جواب می سردی و گرمی لحاظ ازرا  هوا وضع وی از
 دماسنج اختراع با اما است. سرد« خیلی»گفت:  است، می سرد چقدر گفتند می است. اگر

 و «سردسیر» مناطق به آسانی است قادر دما، بشر میزان درآمدن به کمیت یا شدن کمی و
 بسیار را بندی رده حتی و کند تعریف تر مشخص به صورتی را آنها مانند و« گرمسیر»

 حد این در تواند است، نمی «معیتپرج» کشور فلان اینکه بیان کند. تر گسترده و تر دقیق
 تعداد متوسط است، یا «نفر میلیون» یک کشور آن جامعه مثلاً بگوییم که باشد دقت از

 است. نفر 1333 مثلاً کنند زندگی می هر هکتار در که کسانی
 است، لااقلل  کرده دگرگون را انسان عدد، زندگی مفهوم که بگوییم نتوانیم پس، اگر

 در بیشلتر  و بهتلر  هرچله  نقشلی  ددانسان، ع زندگی شدن متحول با که بگوییم توانیم می
 است. داشته او زندگی

پیش،  سال هزار سه حدود دارد. یونانیان گوناگون هایی نقش انسان زندگی در عدد
 دادند  قرار مطالعه مورد صحیح اعداد روابط درک برای و عدد خود خاطر به تنها را عدد

بشر،  آورند. اما پدید را «اداعد ی هنظری» نام به موضوعی و ریاضی های قضیه زیباترین و
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 نیاز نیز« حساب کردن»اجتماعی، به  چه و شخصی خود، چه زندگی های عرصه تمام در
 پدید را« علم حساب»لذا  و« حساب اصلی عمل چهار»زندگی،  نیازهای داشت. این

 است. ریاضیات از جزئی هم آن که آورد
م حساب دارد. در واقع اما امروزه عدد نقشی بسیار فراتر از نقش خود در عل

 کرد بیان اعداد به کمک توان می را آنها مانند و اجتماعی و طبیعی های پدیده از بسیاری
 در زلزله شدت بیان پرداخت. مثلاً اعداد به کمک ها پدیده این تفسیر و تعبیر به یا و

ی، انسان تلفات تعداد کند، اما می مشخص را آن نسبی ضعف و قوت ریشتر، میزان واحد
 دهد. پس را نشان فاجعه نحو، ابعاد به بهترین تواند شده و ... می تخریب بناهای تعداد

 توصیف اعداد از استفاده با را آن عواقب و عوارض و زلزله مورد، چگونگی این در
 نوع هر تفسیر و تعبیر وتحلیل، و بیان، تجزیه برای که شود می تلاش ایم. امروزه کرده

 نوع هر بیان که تصورکرد نباید شود. البته استفاده اعداد جادویی نیروی از ای پدیده
 زلزله مورد در بالا در که شود می انجام سهولتی همان با آن وتحلیل تجزیه و ای پدیده

 داشته آنها نسبی پیچیدگی و ها پدیده این از برخی از تصوری آنکه شد. برای بیان
 کنید: توجه زیر های مثال باشیم، به

 دبستانی در رشد رفتارهای اجتماعی، های پیش أثیر آموزشتالف. 
 روستایی، های مهاجرت در کشاورزی درآمد کاهش یا افزایش نقشب. 

 ی روابط اجتماعی و تأثیر تحصیلات دانشگاهی، ی شبکه ج. گستره
 جوامع، سلامت سطح در هوا آلودگی ثیرأ. تد
 اجتماعی.   روابط ساختار یرتغی در پیشرفته وریافن وسایل از استفاده ثیرأ. ته

موضوع  ی در زمینه عددی ، ابتدا باید اطلاعاتیها تحلیل و بررسی اینگونه مثالبرای 
های  ای از اعداد، داده مورد بحث گردآوری کنیم. چنین اطلاعاتی، برحسب مجموعه

وتحلیل، و تعبیر و  ی گردآوری، تنظیم و تلخیص، تجزیه شوند. نحوه آماری نامیده می
را  علم آماری موضوع مورد بحث، موضوع  ها، و استخراج نتایجی درباره سیر دادهتف

بندی و تفسیر  ریزی و جمع این علم شامل برنامه ،به بیانی دیگر دهد. تشکیل می
ی واقعی مشاهدات بوده و  ای که اعداد نماینده گونه مشاهدات غیرقطعی است به

گیری  ی تهیه و تنظیم، تحلیل و قابل نتیجهنحو مفید غیرواقعی یا نادرست نباشند و به
 صحیح باشند. 
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که به زبان اعداد ترجمه  هستند ها، یعنی اطلاعاتی ( داده3133بهبودیان ) نظر طبق
توانند روشنگر  باشند و در صورتی می اند، اغلب دستخوش عوامل شانس می شده

 باشند که:ها  واقعیت
 . طبق قواعدی تهیه و تنظیم گردند.الف
 باشند، مشخص شوند. قوانین شانسی که بر آنها حاکم می .ب
 (3133 ،)بهبودیان . طبق اصولی با اطمینان کافی تجزیه و تحلیل شوند.ج

 استنباطی توصیفی و آمار آمار  2- 1
اصلی آمار توصیفی و آمار استنباطی مبتنی است. در آمار  ی بر دو شاخه آمار علم

های آماری آن  ه یا بخشی از آن، به توصیف ویژگیتوصیفی با داشتن تمام اعضای جامع
هایی  های آماری، استنباط کمک روش که در آمار استنباطی به شود در حالی پرداخته می
توضیح بیشتر برای این دو موضوع،  در ادامه به د.شو های جامعه انجام می برای ویژگی

 .پردازیم می ،آمار استنباطی و توصیفی آمار
ی  ها، نمایش ترسیمی، و محاسبه بندی داده یفی، تنظیم و طبقهموضوع آمار توص

که حاکی از مشخصات یکایک اعضای  استمقادیری از قبیل نما، میانگین، میانه و ... 
ی مورد بحث است. در آمار توصیفی اطلاعات حاصل از یک گروه، همان گروه  جامعه

شود.  شابه تعمیم داده نمیم های کند و اطلاعات به دست آمده به دسته را توصیف می
 شود: ها استفاده می سازی داده طور کلی از سه روش در آمار توصیفی برای خلاصه به

 ها ولاستفاده از جد -3
 هااستفاده از نمودار -1
  ها باشند. خصوصیات مهمی از داده ی دهنده ی مقادیری خاص که نشان محاسبه -1

 ها آن از هدف که است اعمالی ی هکلی شامل توصیفی آماربه بیانی دیگر، 
 آن از فراتر گامی بدون آنکه هاست، داده های مهم جنبه توصیف یا ها داده کردن خلاصه

صورت عددی یا نموداری  ها معمولاً به کردن داده گزارش این خلاصه که برداشته شود
 گیرد.  انجام می

اده از فنون کل اعضای جامعه، بخشی از آن با استف ی چنانچه به جای مطالعه
گیری انتخاب شده، و مورد مطالعه قرار گیرد و بخواهیم نتایج حاصل از آن را به  نمونه
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شود که موضوع آمار استنباطی است.  هایی استفاده می از روش ،کل جامعه تعمیم دهیم
آن چه که مهم است این است که در گذر از آمار توصیفی به آمار استنباطی یا به عبارت 

شود. در واقع احتمال، پل رابط  بحث و نقش احتمال شروع می ،مونه به جامعهدیگر از ن

 فارسی( المعارف ةدایر)آید.  فی و استنباطی به حساب میبین آمار توصی

آن،  از ای گسترده ی هاستفاد هم هنوز و است آمار از مهم بخشی توصیفی آمار رچهگ
 در آید، اما به عمل می مومع برای ها داده مهم های ویژگی توصیف برای مخصوصاً

 ها آن به کمک که است هایی روش یعنی استنباطی، آمار به بیشتر توجه اخیر های سال
 که تر بزرگ ای به مجموعه را ها داده از متناهی ای مجموعه در موجود اطلاعات توان می

 داد. اند، تعمیم به دست آمده آن از ها داده

 یهاولبرخی مفاهیم   3- 1
 حداقل که نظر عناصر مورد ای از مجموعه از است عبارت آماری (جمعیت) ی جامعه
نور،  پیام دانشگاه دانشجویان ی جامعه باشند. مانند مشترک ی مشخصه صفت یک دارای
 . ... وی گیاهی  ، جامعهقلبی بیماران ی جامعهتهران،  شهر ناساکن ی جامعه

ی  متمایزکننده و ترکمش آماری عناصر ی همه بین که است صفتی مشخصه صفت
، ایرانی بودن وجه ایرانیان ی جامعه در جوامع است. مثلاً سایر از آماری ی جامعه یک

 .استمشترک و متمایز افراد 
 از جامعه مقادیر نامتناهی. اگر و شود: متناهی می تقسیم نوع دو به آماریی  جامعه

 ی جامعه مثلاً ،نامیم می تناهیم را آن ،باشد پذیر پایان و شود تشکیل ثابتی محدود تعداد
 متناهی ی جامعه یک ،است بوده نفر 111373:: که 3131 سال سرشماری در ایران

، پایان است که تعداد افراد آن بی را داریم نامتناهیهای آماری  مقابل جامعه است. در
که عناصر کند،  تعداد دفعاتی که یک شخص در یک امتحان تا قبولی شرکت می مانند
 .استی آماری نامتناهی  یک جامعه و، ... 1، 1، 3صورت  بهآن 

با یک زیرمجموعه از  کهشود  پذیر نامیده می ای شمارش از نظر ریاضی، مجموعه
ناپذیر نامیده  صورت شمارش  اعداد طبیعی در تناظر یک به یک باشد و در غیراین

پذیر یا  ت شمارشی آماری نامتناهی حال شود. بنابر آنچه گفته شد برای جامعه می
 ناپذیر متصور است. شمارش
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با دو محدودیت وقت و هزینه مواجه  ،ی اعضای جامعه در اکثر مواقع، بررسی کلیه
های آماری  شیوه شود. بخشی از جامعه، که به گیری از جامعه می است که منجر به نمونه

قدری  به« وبخ» ی انتخاب یک نمونه ی سازد. مسئله را می نمونه یک ،شود انتخاب می
گیری در تئوری احتمال و آمار به آن اختصاص یافته  مهم است که مبحث مهم نمونه

هایی را که از  ای از آن باید دانسته های یک جامعه یا نمونه ی ویژگی است. برای مطالعه
به زبان اعداد درآورد و  ،آیند دست می نامه یا طرح آزمایش در آزمایشگاه به راه پرسش
 عداد را طبق اصولی تجزیه، تحلیل و تفسیر کرد. سپس این ا

متغیر  صفات ،هستند آماری ی جامعهمیان افراد  ها تفاوت عامل صفاتی را که
 دیگر عضو به عضو یک از جامعه یک در که هستند صفاتی صفات متغیر نامیم. پس می

 و سکونت حلم نور، شهرستان پیام دانشگاه دانشجویان ی جامعه در کنند. مثلاً می تغییر
استعداد، هوش، نوع بیماری،  نظیر صفاتی معمولاًهستند.  متغیر صفات ،انتخابی ی رشته

ای از  دفعات تعویض قطعه گروه خونی، وضع تأهل، سن، طول عمر لامپ، تعداد
 شوند. می گرفته نظر در متغیر خودرو، میزان تأثیر دارویی خاص و ...،

 کمی. متغیرهای و کیفی شوند: متغیرهای می قسیمت دسته دو به : متغیرهامتغیر انواع

 گیری اندازه قابل و نداشته واحد که هستند صفاتی به : مربوطکیفی متغیرهای .الف
 چشم، گروه تأهل، رنگ بیماری، وضع ، مرغوبیت، شغل، نوعیتمانند جنس نیستند

عمدتاً به  خواهیم دید، متغیرهای کیفی 4-3 همانگونه که در بخشآنها ) خونی و نظایر
 شوند، تعلق دارند(. گیری می اندازه ترتیبی و اسمی های مقیاس با گروه متغیرهایی که

 ؛هستند یشمارش یا گیری اندازه قابل که هستند صفاتی به : مربوطکمی متغیرهای .ب
سن،  . مانندهستند سنجش و مقایسه قابل و دارند شمارش یا گیری اندازه واحد یعنی

 به دست گیری راه اندازه از حصیلی، وزن، قد، درآمد و غیره کهطول عمر، درجات ت
عمدتاً به گروه خواهیم دید، متغیرهای کمی  4-3)همانگونه که در بخش  آیند. می

 (. شوند، تعلق دارند گیری می اندازه ای و نسبتی فاصله های مقیاس با متغیرهایی که
 کمی یاز متغیرها ندا ارتعب که شوند می تقسیم دسته دو به خود کمی متغیرهای

 قابل که هستند آنهایی گسسته کمی متغیرهای .پیوسته کمی متغیرهای و گسسته
مسافر،  خانوار، ظرفیت افراد ، تعدادها( )برحسب تعداد سالسن مانند هستند شمارش
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هستند که  آنهایی پیوسته کمی متغیرهای .روستاها جامعه و روزانه تولید تعداد
عمر، درآمد،  وزن، قد، طول مانند دارد قرار حقیقی اعداد ازبازه  یک در شانمقادیر

 بیماران. برای بیمارستانی ی هزینه و دروس ی نمره

 سازی مفهوم مقیاس  4- 1
عدد یا  ،جامعهیندی است که به کمک آن به عضوی از افرسازی  مقیاسمنظور از 

 دست به طریق به این دی( که)اعدا هایی نمره کرد توجه شود. باید ای نسبت داده می نمره
 ظاهراً پاسخ ها، سه نمره این بودن متفاوت توضیح دارند. برای متفاوتی آیند، معانی می

 :پرسش متفاوت داده شده است، در نظر بگیرید. فرض کنید سه به که را یکسان
 تنها زیر پرسش کرده است، به سه کشور شرکت صدمتر دوی مسابقات در که کسی

 گوید: میپاسخ  عدد زا استفاده با
 کردید؟ شرکت مسابقه در ای شماره چه . با3
 شدید؟ چندم . نفر1
 رسیدید؟ پایان خط به چند ثانیه . در1

عدد  ،پاسخ سه هر در اینکه باشد. با« 33»ال ؤس سه هر به وی پاسخ فرض کنید
ین اول کار برده شده است. به متفاوت معنی سه در عدد این است، اما رفته به کار« 33»

شده  ی مقام کسب به نشانه یدومکننده است،  )شناسایی( شرکت ی شماره ی به نشانه 33
ها 33یک از  پایان مسابقه است. بنابراین هر« زمان»ی  نشانه در مسابقه و سومی به

 شود. می شامل را متفاوتی اطلاعات ی مجموعه
است  شخص کردهها را م میلادی(، چهار نوع مختلف از مقیاس 3341) 3استیونس

 عدد از در بردارند. در هر مقیاس ی اطلاعات متفاوتی را که هریک از آنها مجموعه
 چهار است. این متفاوت به کلی اعداد این از حاصل اطلاعات ولی شود می استفاده

به شرح هر یک از آنها  ادامه. در نسبتی و ای فاصله، ترتیبی، اسمی :ند ازا مقیاس عبارت
 پردازیم. می

____________________________________________________________________ 
.
1  . Stanley Smith Stevens 
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 مقیاس اسمی  1-4-1
 معمولاًو  رود می کار به ها مکان یا و ءاشیا یا افراد شناسایی برای تنها که مقیاس هر
مثال،  برای .شود نامیده می اسمی مقیاس است، طبیعی ی اعداد از مجموعه یددع

اعداد  با ترتیب به را ها آن که ،O، وA ،B ،ABاز:  ندا عبارت افراد خونی های گروه
 چه گروه دارای فردی هر که گویند می صرفاً اعداد کنیم. این می مشخص 4و  1، 1، 3

 است.  ABگروه خونی  دارای ،1 برچسببا  فردیمورد خونی است، 
 های اعدادی یک از خاصیت هیچ اند، زیرا عددی ظاهرینظر از  اسمی، تنها های داده

را ، از جمله مفهوم بیشتر یا کمتر بودن که در حساب معمولی با آنها سروکار داریم را
و اعداد  دنشو می انجام گذاری اسم یا گذاری ندارند و اصطلاحاً در مقیاس اسمی، کد

توجه به تحلیلی آماری  های در روش. یب هستندتنسبت داده شده فاقد خاصیت تر
 زیادی خیر، اهمیت یا است مجاز ها در مورد داده حسابی اعمال کار بردن اینکه آیا به

 دارد.

 ترتیبی مقیاس 1-4-2
آن را مقیاس ترتیبی  ،برتری را بیان کند که صرفاًباشد  حقیقی عدد مقیاس، یک هرگاه

 محتویات اب طبقه یک یاتمحتو تفاوت از نظر آید که صرف گویند. مواردی پیش می می
 بین آنها برقرار است. روابط موجود بین طبقات با ترتیبی ارتباط نوع دیگر، یک ی طبقه
 شود می بیان “تر و .... بالاتر، بیشتر، مشکل” صورت به ، اکثر مواقعمقیاس نوع به توجه

 اصطلاحاتی از دهند. استفاده می نشان “” نظیر علائمی با معمولاً را روابطی چنینکه 
 ترتیبی مقیاس بیانگر تحقیقات در “قوی، متوسط، ضعیف”و  “بالا، وسط، پایین”چون 

 نیستیم. جبری عملیات انجام به مجاز ، مانند مقیاس اسمی،مقیاس نوع این است. در
، A ،B ،Cفرد  پنج به به ترتیب را 33، 7، 1، 4، 1اعداد  وقتیدر مقیاس ترتیبی 

D ،E مورد صفت لحاظ از مذکور فرد پنج که است آن معنی به دهیم می اختصاص 
 را ءاشیا یا افراد نسبی وضع اگر گیرند. لذا می قرار A ،B ،C ،D ،Eبه ترتیب  نظر
AB: هیمد زیر نمایش های به صورت را ها آن یمتوان می ،بدانیم ترتیبی مقیاس در ؛ 

CBاست.  بزرگتر Aاز B ،یعنی یعنی ؛، B از C است.  کوچکترCB یعنی ؛، 
B با C هک را هایی دونده دومیدانی ی مسابقه یک ، درمثال برای. است زشار هم 
در  کنیم. مشخص 1و  1، 3 اعداد رسند، با می پایان به خط مدوم و سو، اول ترتیب به
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این حالت اعداد نسبت داده شده دارای خاصیت ترتیب بوده ولی فاقد خاصیت نسبت 
 هستند.

 ای مقیاس فاصله 1-4-3
 آن بر علاوه و باشد دارا را ترتیبی مقیاس یک خصوصیات ی همه مقیاسی که وقتی

 نسبت باشد، همچنین داشته مشخصی میزان ،مقیاس روی بر عدد دو هر بین ی فاصله
 نوع این نامند. در می ای فاصله مقیاس را آن ،کند حفظ را فاصله دو با تفاضل
 صفر ی نقطه از مستقل و گیری اندازه واحد از مستقل فاصله دو هر نسبت گیری اندازه

 قراردادی و اختیاری گیری اندازه واحد و صفر ی نقطه مکان ای فاصله مقیاس است. در
  است.

 دارای فارنهایت و گراد سانتی مقیاس دو در دما که آن وجود با دما، گیری اندازه در
 روند. برای می کار به حرارت گیری اندازه برای دو هر ، ولیاست متفاوت صفر ی نقطه

, شده گیری اندازه قابل کمیت پنج، مثال , , ,x x x x x1 2 3 4  ،گیریم درنظرمی را 5
 در هاix یم )یعنیا کرده سازی مقیاس 11، 13، :3، 34، 33 های اندازه به را ها کمیت این

 به دست آمده جدید های داده و اند شده جمع ثابت عددی با و ضرب ثابت عددی
31114) اول از دوم کمیت ی اندازه اختلاف که شود ملاحظه می .است( سه ( برابر 
91120) چهارم از اول کمیت اختلاف برابر .است ) 

سال هجری قمری به تقویم سال  تقویمای تبدیل  مثال دیگری از مقیاس فاصله
تقسیم  115ضرب کرده، حاصل را بر  33هجری خورشیدی است که سال قمری را در 

شمارها  کنند. تبدیل به سایر گاه ال قمری تفریق میکنند. سپس نتیجه را از همان س می
 شود. از این نوع مقیاس محسوب مینیز 

 مقیاس نسبتی 1-4-4
 واقعی صفر ی نقطه دارای، ای فاصله مقیاس خصوصیاتی  همه بر علاوه که مقیاسی به
 مقیاس روی قطعه دو هر نسبتی، نسبت مقیاس گویند. در می نسبتی هست، مقیاس نیز

 گیری است.  از واحد اندازه مستقل گیری اندازه
 وزن هر دو نسبت و دارند واقعی صفر ی نقطه ،گرم و پوند چون هایی مقیاس

 ابزارهای از استفاده با که اطلاعاتی است. بیشتر مستقل گیری اندازه واحد از خواه دل
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 اسمقی سطح در مثلاً، اگر است. یتنسب مقیاس نوع از ،شود می گیری اندازه فیزیکی
، A ،B ،C ،D یاشیا در معینی صفت مقدار ی نماینده 33، 7، 1، 4، 1 نسبتی، اعداد

E در صفت این که گفت توان می ،باشند B برابر 1 ی به اندازه A و در C 
 دارد.  وجود B برابر E، 5/1 در و A برابر 1ی  اندازه به

 و چهارگانه های مقیاس ی هردربا شده ذکر های ویژگی ی دهنده نشان 3-3 جدول
 آنها است. ی ایسهمق

 گیری ی چهار نوع مقیاس اندازه مقایسه .1-1جدول 

 
 مقیاس

 نسبتی ای فاصله ترتیبی اسمی

 ویژگی

 دارد دارد دارد ندارد ترتیب
 دارد دارد ندارد ندارد فواصل

 دارد دارد ندارد ندارد مبدأ صفر قراردادی
 دارد ندارد ندارد ندارد مبدأ صفر مطلق

 

 ها داده انواع 5- 1
دست  گیری صفتی به که با استفاده از مقیاس مناسب اندازه را عددی ی یک مجموعه

 پس ازنامیم. نوع داده با نوع متغیر مورد مطالعه متناظر است؛  می داده آمده است،
ها  به دو نوع گسسته و پیوسته، در اینجا نیز داده 1-3بخش  در بندی انواع متغیر تقسیم

گیری با  های گسسته از راه اندازه شوند. داده و پیوسته تقسیم میبه دو نوع گسسته 
های  های گسسته را داده آیند. داده دست می های اسمی، ترتیبی یا شمارشی به مقیاس

ای یا نسبتی  های فاصله گیری با مقیاس های پیوسته از راه اندازه نامند. داده نیز می« جدا»
گیری برحسب  ابزارهای اندازه   ی وسیله پیوسته به ی ترین داده آیند. عمومی دست می به

)برای زمان(، فارنهایت )برای  (، کیلوگرم )برای سنگینی(، ثانیه )برای فاصله متر سانتی
 ی آنها حاصل شده است. دما( و یا واحدهای تبدیل یافته

,با را  nی  گیری به اندازه های حاصل از نمونه معمولاً داده , , nx x x1 و  2
,را با  Nی  واحدهای حاصل از سرشماری به اندازه , , Nx x x1  دهیم. نشان می 2



 مبانی احتمال    12

 ها داده گردآوری منابع گوناگونی برای قانمباحث علمی، محق به گستردگی توجه با
 آنها منابع برحسب ها داده مهم واعان به جزئیات در دارند. بدون واردشدن اختیار در

 کنیم. می اشاره
 ،مستقیم سنجش طریق از طور معمول ی هستند که بهخام اطلاعات یهاول های داده

 یا ،آیند می دست به ،ویژه ابزارهای با گیری اندازه ،یمیدان مشاهدات ،مصاحبه انجام مانند
 هم از مجزا های مکان در نتایج ثبت و سنجش آن در که غیرمستقیم سنجش طریق از

 و ،ترافیک های شمارنده ،تلفنی های مصاحبه از استفاده روش این و شود می انجام
 سنجش های روش از حاصل های داده .شود می شامل را خودکار بارندگی های مشخصه

 محسوب یهاول های داده ی هزمر در نیز ها مانند دریافت اطلاعات از ماهواره دور راه از
 شوند. می

 گردآوری -خاص منظور هر به -پیشتر که اطلاعات آن در که ثانویه های ادهد
 استخراج آن از نظر مورد تحلیل به مربوط اطلاعات و شده تلقی اصلی منبع ،اند شده
 یا دولتی اجرایی های دستگاه های فعالیت غیرمستقیم پیامدهای یا ها داده این .شود می

 ،ها بانک ،برداری نقشه سساتؤم ،اسناد تثب و احوال ثبت ادارات نظیر ،خصوصی
 یا و سراسری رسمی های سرشماری از حاصل های داده یا اند غیره و ،ها شهرداری

 از حاصل تصاویر در مندرج های داده .ایران آمار مرکز نظیر سساتیمؤ مقطعی
دارای  که ی طلوع ماهواره اند. جمله این از نیز دور راه از سنجش های دستگاه

های  ها و سلول ی تصویربرداری، کنترل وضعیت مکانیزم هایی مانند محموله یفناور
طیفی، ذخیره و ارسال  ، تصویربرداری تکآنموریت اصلی مأ است وخورشیدی 

 سنجش از راه دور است. ی باشد، یک نمونه های زمینی می های تصویر به ایستگاه داده
 منابع به مربوط گیری اندازه یندهایافر بین ای عمده های تفاوت که است بدیهی

 استفاده یهاول های داده از وقتی .وجود دارد ثانویه و یهاول های داده بین و ،گوناگون
 گیری اندازه یندافر اما است تر آسان تحلیل به مربوط پژوهشی طرح معمولاً ،کنیم می

 گردآوری یندافر داشتن کنترل تحت امکان به توجه با .است گیر وقت و دشوار معمولاً
 نیاز مورد آماری تحلیل در که شکلی هر به را متغیرها توان می ،حالت این در ها داده
 کنترلی ،کنیم می استفاده ثانویه های داده از وقتی ،اما .کرد گیری اندازه و انتخاب ،دنباش

 ایجاد موجب است ممکن امر این و نداریم گیری اندازه یندافر و متغیرها به نسبت
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 مناسب از ابتدا محقق لازم است صورت این در .شود وتحلیل تجزیه موقع رد مشکلاتی
 کند. حاصل اطمینان ها داده بودن 

 اول فصل ی خلاصه
  پیشینه اهمیت دانش آماری اشاره در آغاز این فصل با بیان برخی رویدادهای تاریخی و

علم ریاضی  ای از با گسترش و پدیدار شدن کاربردهای متعدد، شاخه که طوری به شد
بخش آمار توصیفی و آمار استنباطی  دو به شود. علم آمار نامیده می آمارشکل گرفت که 

ها، نمایش ترسیمی، و  بندی داده آمار توصیفی، تنظیم و طبقه تقسیم شده است.
برای انجام آمار توصیفی لازم . استی مقادیری از قبیل نما، میانگین، میانه و ...  محاسبه

اسمی، ترتیبی، )سازی را انجام دهیم. نوع مقیاس  ر روی مشاهدات مقیاساست ابتدا ب
شوند اهمیت  هایی که در آمار توصیفی انجام می ی کمیت در محاسبه (ای، نسبی فاصله
استدلال با  علم احتمالات، ی برپایهگیرد که  هایی را در برمی روش آمار استنباطی دارد.

   .دهد به کل )جامعه( تعمیم  از جزء )نمونه(نتایج را استقرایی، 

 تمرین
خاص تولیدی که  ای بریز قصد دارد میانگین عمر قطعهسازی ت مدیریت ماشین .1- 1

جامعه و نمونه را  ،است را برآورد کند. برای این بررسی توسط مشتریان خریداری شده
 تعریف کنید. متغیر مورد مطالعه چه نوع متغیری است؟

و نوع روش درمانی گیاهی و صنعتی را بر روی بیماران محققی مایل است د .2- 1
ای  فشار خون بالا در شهر تهران بررسی کند. او از بین بیماران داوطلب، نمونه بهمبتلا 

 35طور تصادفی آنها را در دو گروه  نفر را انتخاب کرده و به 13 ی تصادفی به اندازه
مورد بررسی در این تحقیق کدام  یرو متغ جامعه دهد. نفری تحت درمان دوماهه قرار می

 است؟
ای از نظر میزان یادگیری مطالب  خواهد مقایسه وزارت آموزش و پرورش می .3- 1

 ی آماری و نمونه ی جامعهدرسی بین دو نظام آموزشی موجود و قدیمی را انجام دهد. 
 د.کنیمشخص این تحقیق را 

یک از متغیرها  گیری کرد؟ کدام ازهتوان اند های زیر را با چه مقیاسی می ویژگی .4- 1
 اند؟ گسسته و کدام پیوسته



 دست مزد
  زمان

  جنسیت
  رضایت از شغل

  رضایت از درآمد

  میزان سواد
  وضعیت تاهل

  ارتفاع
  عمق

  عرض جغرافیایی

  ارتفاع از سطح دریا
  طول جغرافیایی

  وزن ماهی
 طول بال پرنده
 درجه حرارت

 ای خودآزمایی چهارگزینه
 . کدام گزینه یک متغیر پیوسته است؟1- 1

 د. جنسیت  ج. سن  ب. وضعیت تأهل  الف. مدرک تحصیلی
 . کدام گزینه یک متغیر گسسته است؟2- 1

 ج. میزان تأثیر یک دارو در درمان نوعی بیماری  الف. تعداد درختان یک شهر
 ای معین میزان کاهش آب در دریاچهد.    ب. طول عمر یک لامپ

0مقدار یک متغیر باشد، آنگاه تبدیل  xاگر . 3- 1 axay کار  در چه مقیاسی به ,
 رود؟ می

 ای د. فاصله   ج. نسبتی     ب. ترتیبی    الف. اسمی
00مقدار یک متغیر باشد، آنگاه تبدیل  xاگر . 4- 1  babxay چه  در ,,

 رود؟ کار می مقیاسی به
 ای د. فاصله   ج. نسبتی     ب. ترتیبی    الف. اسمی

 ویژگی از مقیاس اسمی است؟. کدام 5- 1
 د. میزان یادگیری حیوانات  ج. رنگ   ب. محبوبیت  الف. مصرف سوخت

 وزن محصولات تولیدی از یک شرکت، دارای چه نوع مقیاسی است؟. 6- 1
  د. نسبتی  ج. اسمی    ای  صلهب. فا  ای  الف. رتبه

 .......... آمار توصیفی ...7- 1
 پردازد. می و به توصیف آنهااست  ها از روی نمونه ی معیار الف. محاسبه

 دهد. دست آمده نتایج را به جامعه تعمیم می ب. از روی معیارهای به
 ج. توصیفی از وضعیت موجود نمونه است.

 سنجد. یی تصادفی را م د. اعتبار نمونه
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 های زیر صفت کمی پیوسته هستند؟ یک از گزینه کدام. 8- 1
 ج. سن افراد به سال     الف. گروه خونی  

 د. ظرفیت مسافران یک خودرو   ب. تعداد افراد خانواده  
 یک از صفات زیر کیفی است؟ کدام. 9- 1

 ج. جنسیت الف. مدرک تحصیلی                
 د. تمام متغیرها                  عنوان شغلیب. 

 یک از صفات زیر کیفی است؟ کدام. 11- 1
 بیمارستان ی ب. هزینه الف. دستمزد                      

 کنندگان در یک مسابقه ی شرکت د. رتبه هل                     تأج. وضع 



 

 

 دومفصل 
 

 

 جدول و نمودارهای آماری

 

 

 هدف کلی
آموزش، براساس مشاهدات، ساخت جدول آماری و رسم نمودارهای آماری مناسب 

 ی آماری ی توصیف دقیق و منطقی برای جامعه یهجهت ارا

 های یادگیری هدف
 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:

 های آماری را بیان کند. وصیف جامعهاهمیت نمودارها و جداول آماری در ت -
 ها را انجام دهد. سازی داده مرتب -
 براساس ارقام مشاهدات، نمودار ساقه و برگ را رسم کند. -
 ها در یک جدول آماری را تعیین کند. تعداد رده -
 ی هر رده را تعیین کند. نماینده -
جمعی و فراوانی تجمعی های فراوانی نسبی، فراوانی ت از روی ستون فراوانی، ستون -

 نسبی را محاسبه کند.
 نگار را ترسیم کند. براساس مشاهدات از یک متغیر پیوسته، نمودار بافت -
 نمودار چندبر فراوانی و اوجایو را رسم نماید. -
 ای، برای مشاهدات از روی یک متغیر گسسته را رسم کند. نمودار میله -
 را محاسبه و نمودار را رسم کند.  ای سهم قطاع هر رده در نمودار دایره -



 مقدمه
و  انتظار  رقابلیغها با آشکارسازی موارد  یند کشف در تحلیل دادهانمودارهای آماری فر

کنند. مبحث نمودارها اغلب مرتبط با تحلیل  یافتن ساختارهای پنهان را تقویت می
ها  نیای تحلیل دادهکاوی است که امروزه در د ها یا کشفیات در خلال داده اکتشافی داده

( در این زمینه پیشگام بود. 1711) 1رود. توکی شمار می  هفعالیت مهم و ارزشمندی ب
ها که  روابط و ارتباط بین یافته  ، تشخیص نمودارها در مواردی از قبیل درستی مدل

های اخیر  گیرند. در سال اطلاعات عددی کافی نیستند، مورد استفاده قرار می
ی ارزیابی  شده است. مطالعات اولیه  یدی در تحقیق نموداری حاصلهای جد پیشرفت

شوند را در  اینکه چگونه نمودارهای آماری توسط چشم انسان خوانده و درک می
 توان یافت.  می 1711، 7و کاتز 2، جانسون1711لاری،  بازرگانکتابنامه 
 نتایجی و شتها بردا داده وتحلیل تجزیه برای را گام نخستین بتوان آنکه برای

دست آورد،  اند، به اطلاعات از آن استخراج شده ای که این خصوصیات جامعه ی درباره
در این فصل، دو بخش  شوند. سازماندهی )تنظیم( و تلخیص ها این داده است که لازم

را  مهم از آمار توصیفی که به ساخت جداول آماری و نمودارهای آماری اختصاص دارد
توصیفی مدنظر است دو خلاصه گزارش  از دیدگاه مباحث آمار دهیم. آنچه شرح می

نمایش یک شکل هندسی بیان  ی بعدی با در قالب جدول، و مرحله اطلاعات یکی
 شود.  می
اولین گام، مرتب ساختن اطلاعات است تا بتوان آنها را در جداول آماری خلاصه    

هریک از مشاهدات  های یک جدول آماری و سپس تخصیص کرد. مراحل تعریف رده
 انجام خواهیم داد. 1-2ای خاص را طی محاسباتی بسیار ساده در بخش  به رده

کنند که نتایج  ها ایفا می اخیراً نمودارهای آماری نقش مهمی را در تحلیل اکتشافی داده   
ملاحظه کنید. همچنین سعی  1791، 1گیل و مک 4کیلیولند توانید در تحقیقات را می

سته از نمودارهای آماری را در متن این فصل بیاوریم که به بهترین وجه، شود آن د می
ای تسلط  های رایانه کار توصیف اطلاعات را انجام دهد. خواننده چنانچه به مهارت

درج »تواند در قسمت  خوبی می به ،های آفیس( داشته باشد )مثلاً مسلط به محیط

____________________________________________________________________ 
1. Tukey   2. Johnson  3. Kotz  4. Cleveland   5. McGill 



 

 ذکر است در برخی متون ود. لازم بهبا نمودارهای متنوع دیگری نیز آشنا ش« چارت
آموزش نمودارهای  2217 ،و همکاران 4و ماجودر 2212، 7و بوستوک 2مانند هیر

 .توان مورد مطالعه قرار داد دیگری، علاوه بر آنچه که در این کتاب آمده است، را می

 های عددی کردن داده مرتب  1- 2
 ابتدا به مثال زیر توجه کنید.

 برحسب را شهر 122 ی سالانه بارندگی میزان زیر های داده نیدک فرض. 1- 2مثال 
 .نشان بدهد ای منطقه در متر سانتی

 شهر 122. میزان بارندگی سالانه 1-2جدول 

4404416374396420442108216042242
0602226642204524103650018437645
4396338400392164125653612824256
829043490689224622041018548030
837637623028040041652847027612
2284490370390100290045031456235
2394320470428123212430649640229
230839411023074438044038828815
439439014427612486831249438236
243456420419435046037428435044
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//////////

//////////

//////////

//////////
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//////////
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//////////
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مقادیر فرین، یعنی بیشترین و کمترین مقدار  که این باشد در نخستین مرحله، بهتر شاید
شود که کمترین  معلوم مییک بررسی ساده ه معین کنیم. با ها را در این مجموع داده

4125بیشترین مقدار و  /411مقدار   داد و دومین ادامه را شیوه توان همین است. می /
ترتیب  به را ها دیگر داده عبارت مقدار، سومین مقدار، و ... را از نظر بزرگی پیدا کرد یا به

کرد(. پس از انجام  مرتب ها را به ترتیب نزولی نیز توان داده )می کرد  مرتب عودیص
 این کار فهرست زیر را خواهیم داشت:

 های مجموعه صعودی، برای یا نزولی به ترتیب ها داده دستی مرتب کردن اینکه با
 جدید، چندان ی همجموع این که کنیم می نیست، ملاحظه آسانی چندان کار بزرگ

____________________________________________________________________ 
1. InsertIllustrationsChart  2. Heer  3. Bostock  4. Majumder  



« توزیع» وکیف کم از آنها به نظرکردن با تنها توان نمی و ندارد قبلی های داده با اوتیتف
 پردازش برای دیگر راهی که بود خواهد سودمند دست آورد. بنابراین به اطلاعی آنها
 برگ و ساقه آمده است، نمودار وجود به اخیراً که هایی روش از پیدا کنیم. یکی ها داده

رسم نمودار ساقه و برگ  گذارد. می اختیار در را ها داده کلی وضع از تصویری که است
 دهیم. می توضیح 2-2 مثال را در

 شهر 122میزان بارندگی سالانه های  ی داده مرتب شده. 2-2جدول 

4125664449044840039037230824018
8123060249243640039236030224216
2108456548043440438435829623216
4103456847642040438435229023815
0100256047242839038235828622014
490653046042439837633428222612
290652645042439637432228420612
689452045441439637831028220612
486650044041439437031427419212
074649044041239037430027018411
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 شهر بیست در بانک یک های هشعب تعداد به مربوط زیر های داده کنید فرض .2-2 مثال

 .باشند
 یک بانک در بیست شهر های هتعداد شعب. 3-2جدول 

77686182557472676457
63886579746193528469

 

 و جداگانه در نظر بگیرید را عدد هر رقم یکان و دهگانها،  کردن داده پس از مرتب
کنید. برای این منظور مثلاً  جا گردآوری رقم دهگان آنها یکی هستند، یک کهرا  اعدادی

96را به صورت  97 عدد  ستون اول را در 9گیریم. رقم دهگان، یعنی  می نظر در |
کنیم.  وارد می | علامت راست در سمت نویسیم و رقم یکان را می خود مناسب درجای

، یعنی رقم 4تنها  ایم، کافی است را در ستون اول نوشته 9چون قبلاً  ،94 برای نوشتن



 

ترتیب اعداد به شکل زیر  وارد کنیم. به این |ت علامت یکان را در سمت راس
 :شوند بندی می گروه
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5725 جدول، یعنی این سطر اولین  اعداد شامل فهرست این که دهد می نشان |
 رقم که است عدد 9ل شام فهرست که کند می بیان سطر دومین است و 11و  11، 12

 است. 9دهگان آنها 
 را ای حالت ساقه سطر هر شود، زیرا می برگ نامیده و  ساقه جدول، نمایش این

 نشان را برگ یک حالت | عمودی خط راست سمت در واقع رقم هر دهد، و می نشان
  :ها، یعنی ساقه با جدول، ابتدا دادن این تشکیل دهد. برای می
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 و در نظر گرفته را عدد هر ها، به ترتیب داده فهرست به مراجعه با کنیم. سپس می شروع
 ساقه کنیم. نمایش می درج آن به مربوط ی هساق روی در برگ عنوان به را رقم آن دومین

 ربسیا اما است موجود اصلی فهرست در که سازد می منعکس را اطلاعاتی همان  برگ و
 برگ و ساقه نمایش ها، با ایجاد داده کردن مرتب کار ی هعمد است. بخش آن از تر فشرده
 کار توان است، می تری ساده نسبتاً کار که ها برگ کردن مرتب شود. با می انجام
 :آوریم می دست به را زیر جدول مثال این برد. در جلوتر را گامی ها داده کردن مرتب
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 در که است کاری  شبیه ها برگ کردن مرتب سپس و برگ و ساقه واقع، نمایش در
 شوند می مرتب خود حرف اولین برحسب ابتدا ها شود، واژه می انجام لغت های فرهنگ

 کلمه که است این مانند حالت این در دوم و سوم و ... البته حروف سپس برحسب و
 است. دوحرفی

به  برگ و ساقه نمایش یک در ها داده از فهرستی هر نقرارگرفت که کنیم می توجه
 ها داده پراکندگی و ارقام شدن زیاد با شد، نیست. گاهی انجام اخیر مثال در آنچه سادگی

  کرد. اعشاری، استفاده های رقم برخی حذف یا ها داده ی هگردشد از توان می
در فصل « آر»افزار  رم، با استفاده از ن1-2راهنمای رسم نمودار ساقه و برگ مثال 

  هفتم آمده است.

 های فراوانی  توزیع  2- 2
 آن از بیشتر شوند، معمولاً می گردآوری آماری ی همطالع یک در که هایی داده تعداد
 دست به مطالعه مورد ی هپدید ی هدربار اطلاعی آنها، بتوان به کردن نگاه با تنها که است
 این برای ساده راه دهیم. یک سازمان به نحوی را ها داده این که است لازم و آورد

 تر دقیق مطالعه برای است. اما برگ و ساقه یک نمایش قالب ها در منظور، گردآوردن آن
 از کنیم. یکی دقت بیشتری سازماندهی با را ها آن است ها، لازم داده تر مفصل و

 بندی گروه یا یبند برای رده فراوانی های توزیع از رایج، استفاده بسیار های روش
از دانشجویان دانشگاه  گیری نمونه یک در که کنید فرض مثال عنوان هاست. به داده
 علوم ی هرشت نفر 41کامپیوتر،  مهندسی ی هرشت نفر 41شیراز،  مرکز در نور پیام

ند. ا همحض بود ریاضی ی هرشت نفر 11کاربردی، و  ریاضی ی هنفر رشت 29کامپیوتر، 
 .قابل نمایش است 4- 2جدول صورت  به ادافر این بندی دسته

 ای توزیع رسته ازیک مثال  .4-2جدول 

 تعداد عنوان رشته

 41 مهندسی کامپیوتر
 41 علوم کامپیوتر

 29 ریاضی کاربردی
 11 ریاضی محض



 

بندی  دسته برای و شود می نامیده کیفی توزیع یا ای رسته توزیع جدولی، یک چنین
 دادن سازمان برای شود. معمولاً می استفاده آن از ها رسته لبقا در های غیرعددی داده
 های توزیع اند، از شده بیان اسمی مقیاس برحسب که هایی داده یا غیرعددی های داده

 کنیم. می استفاده ای رسته
 های توزیع یا کمی های توزیع دیگر، از های مقیاس برحسب عددی های داده برای

 یا ها بازه در را ها دید، داده خواهیم که این حالت، به طوریکنیم. در  استفاده می عددی
 عددی یا ای رسته های توزیع ها داده برای اینکه از دهیم. اعم قرار می اعداد از هایی فاصله

 خلاصه فراوانی جدول یک در را ها داده که گفت داده باشیم یا خیر، خواهیم تشکیل
- های کمی برای داده را فراوانی های دولج تشکیل چگونگی 7- 2در مثال ایم.  کرده

 .کنیم می بررسی تفصیل به پیوسته 

 روز 92در  هوا در شده منتشر اکسید سولفور میزان 1 -2جدول  های داده .3- 2 مثال
 .دهند نشان می را )برحسب تن(

 

 روز 92های میزان اکسید سولفور منتشره در هوا )برحسب تن( در  داده .5-2جدول 

52812012449917118527915510925
83172402031981131332231292138
118418624522324820117419029414
51452351377018216120624023518
019916625219421420626922215119
710716419515920011520018722826
7236176288121265177142689722
21309913718824923211317426815
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 تعداد باید گام نخستین در ها( سازی داده )پس از مرتب فراوانی جدول تشکیل برای
 دهیم. تعیین  جای آنها در را ها داده خواهیم می که کنیم تعیین را هایی گروه یا ها رده

 برای کلی ی هقاعد چندین دارد. اما بستگی محقق نظر و سلیقه به حدی تا ها رده تعداد



 از هریک از استفاده توان می جمله آن از که است شده پیشنهاد ها رده تعداد تخابان
 های  فرمول

(2 -1)                               kn 2 
(2 -2)                    )log( / nk 331 
دستور »( به 2- 2فرمول )هاست.  رده تعداد kو ها داده تعداد nآن  در که ذکر کرد را

 :این است که خاطر داشت باید به همواره آنچهمعروف است. « استورج
 کنیم، می انتخاب پانزده از بیشتر و پنجاز  کمتر را ها رده تعداد به ندرت الف.

 دارد. ستگیب مشاهدات یا ها گیری اندازه به تعداد ها رده دقیق تعداد .ب
 از قبل که هستیم رو به رو مشکلی همان کنیم، با می انتخاب بزرگ را ها رده تعداد وقتی

 کم ها رده تعداد است. وقتی پیش در اصلی های داده با کارکردن و ها داده کردن تلخیص
شود.  می کاسته گیری نتیجه دقت از و ادغام درهم توجهی قابل نسبتاً باشد، اطلاعات

 (، 2- 2مطابق فرمول )، 80n حاضر، چون مثال های هداد برای

28780331 // )log( k 
 گرفت. 1 را ها رده تعداد توان می لذا

بربگیرند،  در را های ما داده که هایی طبقه یا ها رده خود ها، باید رده تعداد تعیین از پس
 کنیم: می هتوج زیر قواعد به ها رده تعیین کنیم. در مشخص

 دربرگیرند. را ها داده ی ههم که شوند انتخاب طوری باید ها . رده1
 ها رده دیگر عبارت گیرد، به قرارمی رده یک در تنها داده هر که شد مطمئن باید . حتما2ً

 باشند. داشته مشترک عضو نباید
 که کنیم می سعی به علاوه کنیم، و می انتخاب برابر را ها رده طول امکان . درصورت7

رده،  هر حدود از منظور .دنباش ، ...122، 12، 1 از مضربی ها رده حدود یا ها رده کران
 قراردهیم. معین ای رده در توانیم می که هاست داده از مقدار بیشترین و کمترین
26 ها داده مقدار کمترین مثال، چون این در /min  ها داده مقدار بیشترین و 

831/max  ی تغییرات برابر است با دامنهها  داده این برای است، پس: 

62526831 ///
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 .شود از فرمول زیر حاصل می ،c، رده هر طول بگیریم برابر را ها رده طول اگر بنابراین
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 بنابر کرد. اگر خواهیم انتخاب 4 برابر را ها داده کمشتر طول ،سادگی برای ،مثال این در
 در بتوان که را مقداری کوچکترین اول، یعنی ی رده پایین ذکر شده، حد های توصیه

ی  رده 1 از توانیم کنیم، در این صورت می انتخاب 1 برابر قرار گیرد اول ی رده
9805 //  ،91209 //  ،... ،932029 //  .در این حالت که حدود به فرمت  استفاده کنیم

 توجه کنیم. نمادگذاری می U*و حد بالایی را با  L*هاست، حد پایینی را با  داده
9805 اول ی رده مثلاً زیرا است 4 رده هر طول که کنیم می //  از مقادیر ی هکلی شامل 
958تا  /954  پیوسته های کمیت مثال این در که ما های داده به این دلیل که است /

 به صورت که ای داده مثال اند. به عنوان شده گرد تن دهم یک هستند، به نزدیکترین
38 258 بین مقداری اصل در ،است ثبت شده / 358 و /  یک نزدیکترین به و بوده /

958 و /954مقادیر  اول ی هرد واقعی حدود این گرد شده است. بنابر تن دهم  ، حدود/
958دوم  ی هرد واقعی 9528 مقادیر آخر ی هرد واقعی د، ...، و حدو/9512 و /  و /

 Uو  Lکه با حروف  نامیم می ها رده حدود را ها رده واقعی است. حدود /9532
 .دهیم مایش میترتیب برای حد پایینی و حد بالایی رده ن به

 
 ولفور منتشره در هوا د سمیزان اکسی ی اولیه جدول فراوانی .6-2 جدول
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13 0 16 9       14
17 0 209             25
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250 28 9    9
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 حدود آن ستون اولین در و کنیم می تنظیم حاضر، جدولی مثال های داده برای اینک
 در نشان( )خط خط چوب یاشمارش  ستون نام به دیگری ستون .کنیم می درج را ها رده
دارد،  تعلق آن به داده که ای رده برابر در و خوانیم می یک به یک را ها گیریم. داده می نظر
 هر از آنها، پس شمارش در سهولت کنیم. برای می وارد |شکل  به عمودی خط یک



 ای مجموعه چنین هر و کشیم می آنها روی به /صورت  به یمورب خط ،علامت چهار
 شود، تعداد دیده می جدول در که طوری به هاست. حال داده از مورد پنج نشانه به
 ترتیب ینا به و کنیم می وارد جدول همین سوم ستون در شمرده را «ها نشان خط»

kiبرای آید.  دست می به رده هر فراوانی ...,,, 21 ی رده فراوانی iنماد  با م راif 

nfکه است  دهیم، بدیهی می نمایش
k

i
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 افزودن عمل آورد، با به فراوانی جدول از تری گسترده های استفاده بتوان آنکه برای
 جدول  به دیگری ستون منظور این کنیم. برای می تر کامل را دیگری، آن های ستون

 آنکه شود. برای می نامیده ها رده )مرکز(ی هنمایند ستون که کنیم می اضافه فراوانی
 و جمع رده همان پایین حد با را رده هر بالای دست آوریم، حد به را رده هر ی هنمایند
 موعمج ی محاسبه با توان می را رده هر ی کنیم. نماینده می قسیمت دو بر را حاصل

 های داده آورد. برای دست به نیز 2 بر اصلح تقسیم و رده هر بالای و پایین حدهای

9562 مقادیر به ترتیب ها رده ی نماینده 2- 2 مثال
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 ولفور منتشره در هواید سزان اکسه می. جدول فراوانی مربوط ب7-2جدول 
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 اضافه فراوانی جدول به درصد فراوانی ستون نام به دیگری ستون همچنین
 ها داده عداد کلت بر را رده رده، فراوانی هر درصد فراوانی ی همحاسب کنیم. برای می

حاضر، فراوانی درصد  مثال های داده کنیم. برای می ضرب 122ر د را حاصل و تقسیم

75380اعداد  به ترتیب ها رده
1003

/ ،51280
10010

/ ،... ،5280
1002

/  خواهند

 طور کلی به بود.
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است.  مفید بسیار ها داده از مجموعه دو ی همقایس برای درصد های فراوانی داشتن
 سولفور اکسید میزان با را ای کارخانه از منتشره میزان اکسید سولفور بخواهیم اگر مثلاً

 امکان کنیم. زیرا استفاده درصد های فراوانی از باید کنیم، حتماً مقایسه دیگر ای کارخانه
 نوع این برای علاوه باشد. به متفاوت کارخانه دو به مربوط های تعداد داده دارد

های  داده»تعداد  که استفاده کردنیز  راوانی تجمعیف از توان می، دیگر موارد و ها مقایسه
 پایین حد از کمتر های داده تعداد آنکه دهد. برای می نشان را مشخص مقداری« از کمتر

 جمع هم با را رده آن از پیش ایه رده تمام های کنیم، فراوانی حساب را رده هر
، است. nمشاهدات،  اندازه برابر رده آخرین تجمعی فراوانی که است کنیم. بدیهی می

 .خواهیم داشت را 9- 2 تجمعی فراوانی جدول ،7- 2 مثال های داده برای

  هوا منتشره درر سولفو کسیدن امیزا مربوط به جمعیی تراوانف جدول .8-2جدول 
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 جا یک را اطلاعاتتمامی  و ، ادغام کرد1- 2 فراوانی جدول در را 9- 2 جدول توان می
 داد. ارائه 7- 2 جدول در



 7-2مثال جدول کامل فراوانی . 9-2جدول
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فراوانی ، با تعیین ستون فراوانی، «آر»افزار  ی نرم وسیله را به 7- 2ساخت جدول 
 ایم. درصد، و فراوانی تجمعی در فصل هفتم ارائه داده

 کمک نمودارها ها به توصیف داده  3- 2
 آشکار بارزی نحو به را ها داده اصلی های مشخصه اینکه بر علاوه نمودارها و تصاویر

یا  نگار بافتآماری،  نمودار ترین مفیدند. رایج بسیار نیز نظری لحاظ کنند، از می
 متعامد مختصات محورهای دستگاه یک نگار، از بافت رسم دارد. برای نامان هیستوگر

 بنا هایی مستطیل سپس و کنیم می درج افقی محور روی را ها رده حدودکنیم.  می استفاده
 ارتفاع و رده آن م، طولi ی هرد به مربوط مستطیل ی قاعده ولط که به طوری کنیم می

 باشد. رده نیآن، فراوا

 7- 2مثال  در که را هوا در میزان اکسید سولفور منتشره  های مربوط به داده .4-2 مثال
 طوری ها، به داده به نگار مربوط رسم بافت گیریم. برای دیگر در نظر می بار ارائه شد، یک

 این روی هایی بر مستطیل کنیم و می ثبت افقی محور را بر روی ها رده حدودگفتیم  که
کنیم که  مربوط باشد. توجه می ی هکنیم که ارتفاع آنها برابر با فراوانی رد ها بنا می رده

 مثال به این مربوط نگار گرفت. بافت نظر در متفاوت توان مقیاس روی دو محور را می
 است. 1- 2 نمودار به صورت



 

 
 یزان اکسیدسولفور منتشره در هوا منگار  نمودار بافت .1-2 نمودار

ساده در  و سایر نمودارهای این بخش را با نوشتن چند دستور نسبتاً 1- 2ر نمودا
 د.توان ترسیم کر فصل هفت می

 این دارد. در نام فراوانی چندبرگیرد،  می قرار استفاده مورد کمتر که دیگری نمودار
 محور روی را مربوط های فراوانی و افقی محور روی را ها رده ی نماینده نمودار، مقادیر

 وصل هم به راست های خط به کمک را حاصل های نقطه و کنیم درج می عمودی
 به فرضی، یکی ی رده ، دو«ببندیم» افقی به محور را حاصل نمودار آنکه کنیم. برای می

 از گیریم، و می نظر صفر، در فراوانی با دو ، و هر71/74 مرکز به دیگری و 71/2 مرکز
) , ( ی دست آمده به نقطه به ی اولین نقطه / ) , ( ی نقطه و از 3956 /  آخرین  به 29530
) , (نقطه، یعنی  /  شود. حاصل 2- 2نمودار  تا کنیم می وصل 09534

 
 های میزان اکسید سولفور چندبر فراوانی توزیع داده .2-2 نمودار



 فراوانی برای یم، نموداریعمل کرد چندبر فراوانی مورد در که صورت همان به اگر
 مربوط اوجایو رسم شود. برای می نامیده اوجایو حاصل آوریم، نمودار دست به تجمعی

 مختصات دستگاه در را هوا، نقاطی در منتشره سولفور میزان اکسید تجمعی فراوانی به
 آن تجمعی فراوانی آن عرض و رده هر بالای حدنقطه،  هر طول که گیریم در نظر می

 آوریم. می دست به را 7- 2نمودار  صورت این باشد. دررده 
 

 
 های میزان اکسید سولفور اوجایو توزیع داده .3-2 نمودار

 مانند عیناً منظور این کرد. برای استفاده نیز ای میله نمودار نگار، از بافت توان به جای می
 جای به فاوت کهرسم کنیم، با این ت را نگار بافت خواهیم می که کنیم عمل می زمانی

 های داده برای هم اینکه کنیم. با می استفاده ها رده ی هنمایند ها، از رده حدوداستفاده از 
در  شود، معمولاً می انجام ای میله و نگار بافت ترسیم نمودارهای گسسته هم و پیوسته

 رسم و گسسته های داده نمایش برای ای میله نمودار رسمتنظیم یک گزارش تحقیقاتی 
 . شود رعایت می پیوسته های داده برای نگار بافتنمودار 

اطلاعات مربوط به تعداد روزهای مرخصی در یک ماه برای  12- 2جدول . 5- 2 مثال
 آوری شده است.  ای جمع کارمند موسسه 197

 

 4-2. اطلاعات مربوط به مثال 11-2 جدول
 7 2 1 2 تعداد روزهای مرخصی

 14 11 71 71 فراوانی
 



 

ترسیم شده است. زیرنویس هر رده با کلمات  4- 2برای اطلاعات مثال  4- 2دار نمو
مشخص شده تا این نمودار برای متغیرهای اسمی و ترتیبی « سه»، و «دو»، «یک»، «صفر»

 رود.  کار می نیز به

 

 روزهای مرخصی در یک سازمانهای  ای داده نمودار میله .4-2نمودار 

شود،  می مشاهده مختلف های گزارش و ها روزنامه در اغلب که دیگری نمودار
 فراوانی یا فراوانی نسبی ی ارائه برای عمدتاً دارد و نام (ای کلوچهای ) دایره نمودار

 به مربوط 360 مرکزی ی زاویه ای، کل دایره نمودار رود. برای رسم می کار به درصد
 در هایی قطاع سپس و کنیم می تقسیم درصد یا بینس های فراوانی نسبت به را دایره یک

آمده باشد.  دست به اعداد با برابر آنها از هریک مرکزی ی هزاوی که کنیم می رسم دایره
  :برابر را رده آن به مربوط قطاع مرکزی ی هباشد، زاوی ir ای ردهنسبی  فراوانی اگر

, , , ...,i ir i k   360 1 2 

 م. گیری می
 ای توزیع رسته ازیک مثال  .11-2جدول 

 r f عنوان رشته 

 مهندسی کامپیوتر 41 72/2 119
 علوم کامپیوتر 41 71/2 177
 ریاضی کاربردی 29 22/2 92
 ریاضی محض 11 27/2 71

 



 از ای نمونهکه  11- 2برای اطلاعات جدول ، یا دایره نمودار ،1- 2نمودار 
 است.باشد، ترسیم شده  می شیراز مرکز نور پیام دانشگاه دانشجویان

 
 11- 2های جدول  ای برای داده دایرهنمودار  .5-2نمودار  

 دوم فصل ی خلاصه
در این فصل، دو بخش مهم یکی ساخت جداول آماری و دیگری رسم برخی 

ترین مسئله در شروع این دو بخش،  زش داده شده است. مهمنمودارهای آماری آمو
ای بود که تعداد مقادیری که  تعیین نوع متغیرها است. اگر متغیر تصادفی از نوع گسسته

شود. برای متغیرهای  عنوان رده معرفی می کند بزرگ نباشد، خود آن اعداد به اختیار می
های آماری استفاده  وسته، در جدولهای پی پیوسته از دستورهای لازم جهت تشکیل رده

هایی که از یک  نگار، چندبر فراوانی، و اجایو معمولاً برای داده کنیم. نمودارهای بافت می
ای  ای و نمودارهای دایره شود. نمودار میله اند ترسیم می گیری شده صفت پیوسته اندازه

اند کاربرد  ل شدهبرای متغیرهای گسسته و یا مشاهداتی که از روی مقیاس اسمی حاص
 دارد. 

 تمرین
 زیر تعداد مشتریان یک رستوران در یک ماه است.های  داده 1- 2

27 29 17 14 72 44 91 
14 27 19 19 22 92 99 



 

29 17 22 11 27 99 91 
21 22 22 29 29 91 11 
     19 21 

 دهید. صورت دستی تشکیل بهساقه و برگ را  ودارنمالف. 
 افزار، نمودار ساقه و برگ را رسم کنید. ک نرمدیگر به کم ب. بار

 ساله در شهر شیراز است. 22 رپس 122قد  ی های زیر اندازه داده .2- 2

183165172170156154165156170151
160165169171171166150172153177
161173177164164169156165159172
159179173150161174164151169178
162177154170159175171162164171
151179162184152176175174166164
158169170172169172184182172150
153174153165180162177159169170
163164177170167169170154165184
157166184163162172163162158172

 

 رسم کنید. را آن و برگ ساقه الف. نمودار
 دست به را آن فراوانی )یکی از آنها(، جدولها  رده تعداد تعیین روش از استفاده ب. با

 ید.آور
 آن را رسم کنید.فراوانی چندبر و  نگار ج. نمودار بافت
 دست آمده در قسمت ج را تفسیر کنید. د. نمودارهای به

ایام نوروز در  استان زنجان دستی و گردشگری میراث فرهنگی، صنایعسازمان  .3- 2
را های گردشگری و اقامتی  بازدید و نظارت مداوم از مکانگزارش عملکرد  1774سال 

 نمودار مورد شکایت. 29مورد اخطار کتبی و  12مورد تذکر،  77 نین اعلام نمود:چ
 کنید. رسم را آن گرفته در نظر را های داده توصیف برای مناسب

 ارچوبهچ اتمام برای لازم روزهای تعداد به مربوطاطلاعات  زیر ناقص جدول .4- 2
 است. شده تنظیم ،ساخته پیش های خانه
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 د.کنی تکمیل را الف. جدول

 ید.کن رسم را ای میله ب. نمودار
 بنویسید.ای  ج. شرحی برای نمودار میله

 برحسب شرکتیدر یک سال  زمینی نقل و حمل های هزینه به مربوط زیر های داده .5- 2
با  آن اول ی هرد شروع که طوری به رده پنج برمبنای جدولی است. میلیون ریالصد

 .کنید رسم را ها داده توصیف برای مناسب نمودار همچنین ، ساخته وباشد پانزده

3126251921
3128273936
3426303032
2517324341
2531202124

 

 ای خودآزمایی چهارگزینه
نمودار ساقه و برگ از  79، 71، 72، 27، 22، 17، 11، 14، 12برای مشاهدات  .1- 2

 شود؟ چند عدد تک رقمی تشکیل می
 19د.    12ج.    7ب.     12الف. 

/ )log(در فرمول تجربی  .2- 2 nk 331 تعداد طبقات 
 ی نمونه متناسب است. الف. با اندازه
 است. 71، بیش از 12222های کمتر از  ب. در نمونه



 

 شود. ج. کمتر از پنج رده انتخاب نمی
 ها تغییر داده شود. تواند بسته به هویت نوع داده د. می

 کدام است؟« گروه یک»ی مربوط به  ای، مقدار زوایه  . در نمودار دایره3- 2

 
 

 12د.    212ج.    227ب.    19الف. 
برابر کدام گزینه  fاند، مقدار  . مشاهدات در جدول ناقص زیر خلاصه شده4- 2

 است؟
 ها  رده فراوانی فراوانی نسبی فراوانی تجمعی

g d a 41_21 
21 e 17 91_41 

h 71/2 b 91_91 

i 11/2 11 121_91 
71 f c 121_121 

l j k 141_121 

 17/2د.     21/2ج.    29/2ب.   14/2الف. 
 برابر کدام گزینه است؟ 4-2ای  ال چهارگزینهؤدر جدول س h. مقدار 5- 2

 49د.    14ج.    92ب.    11الف. 
 رود؟ کار می ای به ها با مقیاس فاصله ودار برای داده. کدام نم6- 2

 ای د. جعبه ای ج. دایره ای ب. میله نگار الف. بافت
ها نسبت به  . اگر ستون فراوانی را در دو ضرب کنیم، نسبت مساحت مستطیل7- 2

 نگار برابر کدام گزینه است؟ ی همتای خود، در نمودار بافت  های اولیه مستطیل
 1/2د.   1ج.    4ب.    2الف. 



 نگار ......... است؟ ها در نمودار بافت طیلت. مجموع مساحت مس8- 2
 ج. بیشتر از یک    الف. برابر با یک
 ها برابر نباشد، کمتر از یک د. اگر طول رده    ب. کمتر از یک 

ها با هم برابر نباشند، آنگاه بر روی محور  . اگر در جدول آماری، طول رده9- 2
م درنظر iی  را طول رده icدهیم؟ ) چه مقداری به هر رده تخصیص میعمودی، 
 بگیرید.(

الف. 
i

i

c

f    .بif    .جic     .دii fc 

 ر فراوانی ............. است؟. سطح زیر نمودار چندب11- 2
 د. بیش از یک  ج. تقریباً یک  ب. کمتر از یک  الف. یک 

 .............در نمودار ساقه و برگ . 11- 2
 گذارد. ها را در اختیار می الف. تصویری از وضع کلی داده

 دهد. ها کم باشد اطلاعات بهتری ارائه می ب. وقتی تعداد داده

 بیشتری را رسم نمود. های توان شاخه ج. نمی

 توان استفاده کرد. د. از چند ساقه می

 نام دارد؟ رود چه کار می ی غیرعددی به شده بندی های دسته . توزیعی که برای داده12- 2
 د. فراوانی    ج. غیرعددی    ب. کمی   ای الف. رسته

باشود   1ات و تعوداد طبقو   41و کووچکترین داده   97اگر بزرگترین داده برابر با  .13- 2
 ی تغییرات چقدر است؟ دامنه
 7د.           44ج.           19ب.          9/9الف. 

ای چوه   در نموودار دایوره   ،% باشود 72ای  اگر درصد افراد یک گوروه در جامعوه   .14 -2
 دهیم؟ ای از دایره را به این گروه اختصاص می زاویه

د.          108ج.          120ب.          30الف. 
54 
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 معیارهای مرکزی و پراکندگی

 

 

 هدف کلی
آمده  دست ی معیارهای مرکزی و پراکندگی برای اطلاعات به یادگیری مفاهیم و محاسبه

 ی تصادفی از یک نمونه

 های یادگیری هدف
 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:

 ی دو را محاسبه کند.   ای رتبه ها شامل حسابی، توافقی، هندسی، ریشه انواع میانگین -
 ها را بیان نماید. های بین انواع میانگین ها و تفاوت ویژگی -
 های خام و جدول آماری تعیین کند. میانه را برای داده -
 ای، در صورت وجود، مد را تعیین کند.  برای هر داده -
 به کند. انحراف معیار را محاس و معیارهای پراکندگی، شامل دامنه، واریانس -
 دست آورد. میانگین و واریانس را از طریق کدگذاری به -
 دست آورد. را به و آن کرده های ضریب تغییرات را بیان ویژگی -
 را محاسبه کند.  و آنکرده ی استاندارد را بیان  مفهوم نمره -
 جدول آماری مقایسه کند.از   با محاسبهرا  آن کرده وی چیبشف را بیان  قضیه -
 دست آورد. را به ها را بیان کند و انواع آن دکچن -
 دست آورد. شود به ها محاسبه می که از روی چندکرا دو معیار پراکندگی  -
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 ترسیم کند. راکه براساس معیارهای گرایش مرکزی است را ای  نمودار جعبه -

 مقدمه
 ی هشیو و ،فراوانی جدول تشکیل ی هنحو ،ها داده تلخیص ی هنحو فصل دوم در

 برای نمودارها گونه این طبعاً .دادیم شرح مختلف نمودارهای رسم با را ها داده توصیف
 از هایی ویژگی جای اما ،اند دهنده اطلاع و گویا کافی قدر به ها داده توزیع چگونگی بیان
 عددی توصیف از منظور .گیرند نمی ،است توصیف قابل اعداد کمک به که را ها داده
 بهترین به که آوریم دست به ها داده روی از را عددی هایی کمیت که است آن ها داده
 دو بر شوند می نامیده نیز (شاخص) معیار که ،ها کمیت این .باشند ها داده معرف نحو

 زیر در .پراکندگی معیارهای و ،مکانی های اندازه یا مرکزی گرایش معیارهای اند: نوع
 ردازیم.پ می ها اندازه این انواع از هریک شرح به

 مرکزی ایشگر های معیار  1- 8
 که بنمایانیم واحدی عدد کمک به را ها داده از ای مجموعه که است لازم اغلب

 چگونه را مزبور عدد اینکه .باشد ها داده ی همجموع تمام معرف ، تا حد امکان،ای گونه به
 در .دازیمبپر آن توصیف به خواهیم می که دارد خاصی ویژگی به بستگی ،کنیم انتخاب
 در مقدار( بیشترین و )کمترین فرین مقادیر به ما ی هعلاق است ممکن ،معین ای مطالعه

 تنها که باشد عددی به ما توجه است ممکن دیگر ای مطالعه در ،باشد ها داده مجموعه
 مورد آتی های بخش در را اندازه چندین .آنها نظایر و ،بیشترند آن از ها داده درصد 01

 و دهند می نشان را ها داده از ای مجموعه وسط یا مرکز ای گونه به که دهیم می  قرار بحث
 نامیم. می مرکزی گرایش های معیار را آنها دلیل همین به

 میانگین  1- 1- 8
 اختصار به یا حسابی میانگین همه از مشهورتر ،مرکزی گرایش های معیار انواع بین در

 بر تقسیم آنها مجموع ست از:ا عبارت مقادیر از ای مجموعه میانگین .است میانگین
 معدل نام با آن با دبستان به ورود بدو از وبیش کم که است چیزی همان این .تعدادشان

 را وی نمرات مجموع ،کنیم پیدا را آموزی دانش نمرات معدل آنکه برای .داریم آشنایی
 کنیم. می تقسیم هایش نمره تعداد بر
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 فرض داد: ارائه میانگین برای کلی فرمولی ،ریاضی ادهاینم از استفاده با توان می
 اگر .باشیم داشته، دهیم می نشان 1x، 2x، ...، nx حروفبا  را آنها که عدد n کنید

 آنگاه دهیم نشان x با را اعداد این میانگین

n

xxx
x n


21 

 نوشت: تر ساده صورتی به حتی را فرمول این ، نماد از استفاده با توان می

(3-0)                                 .



n

i

ix
n

x
1

1 

باشند، آنگاه میانگین آنها را با  یعضو Nی آماری  ها مقادیر یک جامعهixاگر 
 دهیم. نمایش می حرف 
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 پنج در مکعببر حسب کیلومتر  خزر دریای در ریزش از حاصل آب حجم .1-8 مثال
 است: بوده زیر قرار به سال

76798881879123659166 ///// 
 است؟ چقدر سال پنج این در ریزش از حاصل آب محج میانگین

 :داریم میانگین فرمول بنابر .حل

./
///// 1377

5
76798881879123659166




x 

ی  وسیله های پراکندگی به معیارهای گرایش مرکزی و  معیارمحاسبات  تمامی
 به تفصیل شرح داده شده است. 3-7 بخش در «آر»افزار  نرم

 هایی داده برای ،شد ارائه (0-3)فرمول  در که میانگین ولفرم که کنیم توجه باید
 فراوانی جدول در را ها داده اگر .اند نشده بندی گروه فراوانی جدول در هنوز که است

 صورت این در ،باشیم نداشته اختیار در را اصلی های داده و باشیم کرده تلخیص
 با را ها دهر مرکز یا نماینده که کنید  فرض  .است متفاوت میانگین ی همحاسب ی هنحو

x حروف 1، x 2، ...، kx 1 ترتیب بهرا  متناظر های فراوانی وf، 2f، ...، kf نشان 
 آید: می دست به شده بندی گروه های دهدا میانگین برای زیر فرمول صورت این در .دهیم

,k kf x f x f x
x

n

  
 1 1 2 2 
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 :خلاصه طور به یا

(3 -2)                                        .
k

i i

i

x f x
n 

 
1
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 های نماینده از استفاده و آماری جداول در اطلاعات شدن فشرده علت به است بدیهی
قدری با مقدار عددی حاصل از فرمول  نشده بندی گروه های داده با میانگین مقدار ،ها رده

( برآورد یا تخمینی از مقدار 2- 3در حقیقت فرمول ) شد. خواهد متفاوت( 2- 3)
 واقعی میانگین جامعه خواهد بود.

 را روز 01 در هوا در منتشره سولفور اکسید میزان به مربوط های داده میانگین .2-8 مثال
 کنید. پیدا ،است شده ارائه (3- 2) مثال در که

 میانگین ی محاسبه برایجدول فراوانی  .1-8جدول 

/ / / /

/ / / /

/ / / /

/ / / /

/ / / /

/ / / /

/ / / /

L_U

_

_

_

_

_

_

_

i i i

i i

x f f x

f f x
 



  
7 7

1 1

4 95 8 95 6 95 3 20 85
8 95 12 95 1095 10 109 50
12 95 16 95 14 95 14 209 30
16 95 2095 18 95 25 473 75
2095 24 95 22 95 17 39015
24 95 28 95 26 95 9 242 55
28 95 32 95 3095 2 6190

80 1508

 

 و ها رده های نماینده به تنها شده بندی رده های داده میانگین ی همحاسب برای گرچه .حل
 در مجدداً کامل طور به را جدول ،آتی های استفاده برای ،داریم نیاز رده هر فراوانی
 در موجود اطلاعات  بر علاوه شود می ملاحظه که طوری به آوریم. می 0-3 جدول
 فراوانی در رده هر ی هنمایند آن در که ایم کرده اضافه را ستونی ،پیشین فراوانی جدول

 این در واقع اعداد مجموع .است شده درج ستون ایندر  حاصل و ضرب آن نظیر

i همان ستون i

i

f x



7

1

i فراوانی جدول این مورد در نچو .است  i

i

f x



7

1

  پس ،1508
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 دلیل و دارد تفاوت کمی ها داده واقعی میانگین با میانگین این که کنیم می کیدأت مجدداً
 تا 59/4 بین مقادیری که ها داده از قلم سه هر جای به اول ی هرد در مثلاً که است این آن
میانگین که  در حالی ،دادیم قرار را رده این ی هنمایند یعنی ،59/6 عدد ،ددارن 59/0

  است. 53/00برابر با های خام  داده

 مورد برای را زیر دلایل توان می .است مرکزی گرایش ی هانداز ترین متداول ،میانگین
 برشمرد: آن بودن توجه

 .کرد حاسبهم عددی های داده از ای مجموعه هر برای را آن توان می .0
 دیگر عبارت به و ،دارد میانگین یک فقط و یک عددی های داده از ای مجموعه .2

  .است فرد منحصربه
 از مجموعه چند میانگین اگر )مثلاً داد انجام آن روی بیشتری عددی اعمال توان می .3

 تلفیق از هک را ها داده از ای مجموعه میانگین توانیم می سادگی به ،باشیم داشته را ها داده
  .کنیم( حساب است آمده دست به جا یک ها داده ی هکلی کردن

 از را مختلف ی نمونه چند اگر که معنی  این  به است اطمینان قابل نسبتاً میانگین .4
 .ندارند هم با زیادی خیلی تفاوت ها میانگین ،کنیم استخراج ای جامعه

 آیند. می حساب به ها داده ی همه ،میانگین ی همحاسب در .9
  ها داده روی بر زیر تبدیل اعمال با .6

ni          baxy ii ,,,; 21 

 است: برقرار زیر ی هرابط

bxay  
xb انتخاب با خصوصاً .هستند ثابتی حقیقی اعداد b و a آن در که  1 وa 

 شود. می نتیجه ،0y ،هاiy میانگین صفرشدن

 میانه  2- 1 -8
 ها داده ی هکلی آوردن حساب به در را میانگین امتیازات از یکی 0-0-3 بخش در

 و جمع هم با را ها داده ی ههم باید میانگین ی همحاسب برای که است این منظور .دانستیم
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 ،آید حساب به امتیاز جهتی از است ممکن گرچه امر این .کرد تقسیم آنها کل تعداد بر
 اعداد کنید فرض مثال برای .شود محسوب ضعف ی هنقط است ممکن نیز مواردی در

 عضو پنج که نشان دهد را شرکتی اعضای )برحسب هزار تومان(ی  ماهانه حقوق زیر
 :دارد

19851185124511951215 
 :آنگاه ،دهیم نشان x با را حقوق میانگین اگر

.1365
5

19851185124511951215



x 

 شود. جایگاه میانگین نسبت به پنج مشاهده در زیر نمایش داده می

1365
19851245121511951185





x
 

 با مقایسه در فرد یک حقوق تومان هزار 0509 رقم ،کنیم می ملاحظه که طوری به
 درآید کار از تومان هزار 0369 ،حقوق میانگین که است شده موجب افراد ی هبقی حقوق

 که طور همان ،کار این دلیل .نیست شرکت این کارمندان های حقوق واقعی ی هنمایند که
 غیرعادی تأثیر نتیجه در و ها داده ی همجموع اعضای ی ههم آمدن حساب به ،گفتیم

ی  )درحقیقت داده نرسند نظر به هماهنگ ها داده ی هبقی با شاید که هاست داده از اقلامی
ها را به سمت خود  شود که میانگین داده پرت یا افراطی محسوب می ی یک داده 0509

 محاسبه را میانه نام به ،دیگری مرکزی گرایش اندازه توان می مواردی چنین در کشد(. می
در  میانه تعیین برای .دهد می نشان را ها داده «مرکز» یا «وسط» به نوبه خود که کرد
 صعودی ترتیب به را ها داده ،نشده( بندی های جدول های گسسته )همچنین در داده داده

 اگر .است میانه وسطی ی هداد ،باشد فرد ها داده تعداد اگر .کنیم می مرتب غیرنزولی یا
 به .مآوری می حساب به میانه را وسطی ی هداد دو میانگین ،باشد زوج ها داده تعداد

12 با است فرد وقتی را ها داده تعداد اگر دیگر عبارت  kn پس آنگاه ،یمده نشان 
 ی هداد چپ سمت در ها داده از تا k ،نزولی یا صعودی ترتیب به ها داده کردن مرتب از
)( 1kو م k ی  هداد لذا و گیرند می قرار آن راست سمت در ها داده از تا)( 1kم 

kn و باشد زوج ها داده تعداد اگر .است میانه 2، کردن مرتب از پس صورت این در 
 و مk ی هداد چپ سمت در ها داده از تا1k نزولی یا صعودی صورت به ها داده

1kی هداد راست سمت در ها داده از تا )( 1kبا برابر میانه لذا و قراردارند م 
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)( و مk ی هداد حسابی میانگین 1kبا را ها داده ی همعمولاً میان .است م Md  نشان
صورت  ی آنها از کوچک به بزرگ به شده عدد که مرتب nطور کلی برای  به دهیم. می

)()()( nxxx  21 شود، میانه عبارت است از: نمایش داده می 

(3 -3                          )
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 صعودی ترتیب به ،شد ذکر بالا در که را شرکت عضو نجپ حقوق اگر مثال عنوان به
 داشت: خواهیم را زیر ارقام ،کنیم مرتب

19851245121511951185 
 تر از که مناسب است 0209 برابر ها داده ی همیان لذا ،است فرد ها داده تعداد چون

1365x هاست. برای معرفی مرکزیت داده  

کارمند به شرح  ای برای ده تأخیر ورود به اداره)بر حسب دقیقه( مان مدت ز .2-8 مثال
 ذیل ثبت شده است:

520104623871354110 //// 
 آورید. دست به را ها داده ی همجموع این ی همیان
 صعودی ترتیب به را اعداد این اگر .است زوج بنابراین و 10n ها داده این تعداد .حل

 .داشت خواهیم را زیر اعداد ی همجموع ،یمکن مرتب

461311108754235200 //// 
) عدد دو اینجا در ) /x 5 4 ) و 5 ) /x 6 7  نتیجه در .اند قرارگرفته ها داده وسط در 8
 :آید می دست به زیر صورت به ها داده ی همیان

       ./// 1568754
2
1

2
1

65  xxMd 
 

 کار نزولی یا صعودی ترتیب به ها داده کردن مرتب ،باشد ادزی ها داده تعداد گرا
 را ها داده مرکز و تهیه را ها داده برگ و ساقه نمایش توانیم می البته ،نیست آسانی چندان

 در معمولاً را ها داده ،هم دیگر مقاصد برای معمولاً که داریم توجه اما .آوریم دست به
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 ی همیان تعیین روش است لازم این بنابر ،یمکن می بندی گروه فراوانی توزیع جدول
 بدانیم. نیز را شده بندی جدول یها داده

 پیداکردن ،باشیم کرده خلاصه فراوانی جدول در را ها داده از ای مجموعه وقتی
 قرار ها رده در که را هایی داده واقعی مقادیر زیرا ،نیست پذیر امکان میانه دقیق مقدار
 پیدا ،است گرفته  قرار آن در میانه که را ای رده توان می اما ،اریمند دراختیار ،اند گرفته

 ی همیان :کنیم می تعریف دیگری صورت به را میانه حالت این در بنابراین .کرد
 های مستطیل مساحت نصف که است عددی ،شده بندی رده های داده از ای مجموعه

 ،تعریف این .دارد رارق آن راست سمت در دیگر نصف و آن چپ سمت در نگار بافت
 ،دارند قرار میانه حاوی ی هرد در که هایی داده مقادیر که است فرض این با معادل

 اند. شده توزیع ،هم از برابر های فاصله با یعنی ،یکنواخت طور به
 نصف ی هنمایند نیمه هر )که نگار بافت ی هنیم دو بین تقسیم خط پیداکردن برای

 طرف به راست( )یا چپ سمت از شروع با باید ،است( ،n/2 یعنی ،بندی رده های داده
 آن راست( )یا چپ در ها داده n/2 که برسیم ای نقطه به و رویم پیش نگار بافت مرکز

 دهیم. جزئیات بیشتر را در مثال زیر شرح می قراردارند.

 در آن نگار بافت که را 3-2 مثال سیدسولفوراک میزان به مربوط های داده .8-8 مثال
 بنابراین و 80n ها داده این برای. گیریم می نظر در ،است شده رسم 0-2نمودار 

402 /n. ها رده های فراوانی و کنیم شروع (59/4 ی )نقطه چپ سمت از مثلاً باید پس 
  ،مثال این در .دارد قرار آن در میانه که برسیم ای رده به تا کنیم جمع هم با را

522514103402714103  

2714103 تعداد .قراردارد 59/21 و 59/06 های کرانه با ای رده در میانه پس  تا 
 در ها رده ی ههم )مانند رده این طول ،دارند قرار 59/06 ی هنقط چپ سمت در ها داده از

 قرار 59/21 و 59/06 های کرانه با ی هرد در ها داده از مورد 29 و ستا 4 مثال( این

 داده هر به پس ،است 4 رده طول چون .دارند
25
 اما .یابد می اختصاص طول این از 4

132740  ،13 باید پس
25
4
 آید دست هب ای نقطه تا کنیم اضافه 59/06 عدد به را 
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 ی حاوی رده

 بنابراین .بیشترند آن از ها داده از دیگر مورد 41 و کمترند آن از ها داده از تا 41 که
  :با است برابر ،مثال این به مربوط های داده ی میانه

.// 0319
25
4139516 Md 

ای و  های پیوسته )که از مقیاس فاصله برای داده میانه مقدار ی همحاسب ،کلی درحالت
 .شود انجام می (4-3)اند( از فرمول  ست آمدهد نسبتی به
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ی  ی ماقبل طبقه فراوانی تجمعی طبقه 1kFی میانه،  پایین طبقه کران kLکه در آن 
 ی میانه است. طول رده cی میانه،  بقهفراوانی ط kfمیانه، 

 به صنعتی ی هکارخان یک در که را کارگرانی سنی توزیع ،زیر فراوانی جدول .0-8 مثال
 کنید. پیدا را توزیع این ی همیان .دهد می نشان ،دارند اشتغال کار

  

/ /

/ /

/ /

/ /
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19 5 24 5 129 129
24 5 29 5 221 350
29 5 34 5 310 660
34 5 39 5 163 823
39 5 44 5 105 928
44 5 49 5 62 990
49 5 54 5 10 1000

1000

 

500 پس ،1000n جدول این در ،کنیم می ملاحظه که طوری به .حل
2


n. توجه با 

  اینکه به
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 دمُ  8-1-8
 توصیف ار ها داده از ای مجموعه «مرکز» که ،مرکزی  گرایش های معیار از دیگر یکی
 را فراوانی بیشترین که هاست داده از مقداری ،ها داده از ای همجموع دمُ .است دمُ ،کند می

  :که دانست این در را مد مزیت توان می .باشد داشته
 .ندارد محاسبه به نیازی .الف
 کرد. تعیین نیز کیفی های داده برای را آن نتوا می .ب

 های پاسخ و دارند علاقه ورزش کدام به که است شده الؤس دانشجو 01 از. 4-8 مثال
 است: شده دریافت زیر

 فوتبال. ،والیبال ،والیبال ،فوتبال ،شطرنج ،بسکتبال ،فوتبال ،والیبال ،فوتبال ،فوتبال

 فوتبال ،ها داده مجموعه این دمُ لذا و است پنج فوتبال فراوانی که کنیم می ملاحظه
 است.

 این مد .زیراست شرح به عمومی ریاضی درس در جودانش 21 نهایی ی هنمر .4-8 مثال
 کنید. پیدا را ها داده

5701208090145507012016012
0110150120120145701758012514

//////////

////////// 

 لذا ،است 6 عدد ،02 فراوانی یا تکرار دفعات تعداد که شود می ملاحظه وارسی اندک با
 است. 02 ها داده ی همجموع این دمُ

 اکتفا تقریبی دمُ تعیین به باید مجدداً ،باشند شده درج فراوانی جدول در ها داده اگر
 برای .شود می ارائه شده بندی رده های داده دمُ ی همحاسب برای هایی فرمول معمولاً .کنیم

 کنیم می تعریف ای رده مرکز یا نماینده را شده بندی رده های داده از ای دسته دمُ سهولت



 04     معیارهای مرکزی و پراکندگی

 بزرگترین که یلیمستط ،نگار بافت نمودارهای در .باشد داشته را فراوانی بیشترین که
مواقع،  در اکثر بود. خواهد دمُ نمایانگر ،مربوط ی هرد ی هنمایند ،باشد داشته را طول

توان نادیده  ی مد را نمی های قبل و بعد از رده ثیر فراوانی ردههای پیوسته، تأ برای داده
های  د در دادهی مُ که یک اثبات هندسی دارد، برای محاسبه( 9- 3)گرفت. فرمول 

 ( 0351)بهبودیان،  رود. کار می یوسته بهپ

(3 -9     )                        c
dd

d
LMo m 




21

1 

اختلاف  1dست، اکه دارای بیشترین فراوانی است ای  حد پایینی طبقه mLکه در آن 
ی  ی مد با فراوانی رده اختلاف فراوانی رده 2dی قبل،  ی مد با فراوانی رده فراوانی رده

 ی مد است. طول طبقه cبعد، 

 ،29 فراوانی بیشترین ،سولفور اکسید میزان به مربوط های داده ،3- 2 مثال در .4-8 مثال
 این مد پس ،است 59/21 و 59/06 اعداد آن های کرانه که است ای رده به مربوط
9518 عددصورت تقریبی،  به ها داده ی همجموع /Mo، از  است. رده همین مرکز یعنی

 شود. (، بدین صورت محاسبه می9- 3طریق فرمول )

 
   

.// 27194
17251425

14259516 



Mo 

 مرکزی گرایش های معیار دیگر  0 -1- 8
 برای حال این با .کنند می یاننما را توزیع «مرکز» ای گونه به هریک مد و ،میانه ،میانگین

 این از مورد دو زیر در .داریم نیاز مرکزی گرایش های اندازه دیگر انواع به ها داده برخی
 کنیم. می ارائه آنها کاربرد از اییه مثال و داده قرار بحث مورد را ها اندازه

 ایه معکوس حسابی میانگین معکوس ها داده از ای مجموعه (همساز) توافقی میانگین
 با را توافقی نمیانگی و 1x، 2x، ...، nx با ار ها داده اگر دیگر عبارت به .هاست داده

Hx آنگاه ،دهیم نشان: 
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111 

  یا
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xi  شرط است واضح 0  به ازایni ,...,,21، بندی رده های داده برای .است الزامی 
 .آید می در (7- 3) صورت به توافقی میانگین ی همحاسب فرمول ،شده

(3 -7                               ),H n

i

i i

n
x

f
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
1

1
 

 است. رده این فراوانی if و مi ی هرد مرکز ix آن در که
 ومترلکی مثلاً) است ترکیبی گیری اندازه هایواحد دارای ها داده ی همجموع وقتیمعمولاً 

  .شود می استفاده توافقی میانگین از ،(ساعت در

 دوم ساعتدر  و ساعت در کیلومتر 48 اول ساعت در ودروییخ سرعت .3-8 مثال
 توافقی میانگین صورت در این ،است ساعت در کیلومتر 80

 Hx


  
11 1

48 80
60 2 

 .شود می محاسبه

 در را متر یک بلندی به دیواری ترتیب به کارگر سه .3-8 مثال
2
1، 

3
 و 1

4
 ساعت 1

 بنا دیوار متر یک تا کشد می طول چقدر کنند کار هم با کارگر سه این اگر .سازند می
 ؟شود

 است  عبارت الؤس این پاسخ .حل
3
1

432
3




Hx.  لازم به ذکر است که در

 میانگیناین مثال 
12
13

x برای دیوار متر یک بردن بالا سرعتمتوسط  ی دهنده نشان 

 .است نفر یک

 اگر دیگر عبارت به .آنهاست ضرب لحاص مn ی هریش ،مثبت عدد n هندسی میانگین
 آنگاه ،دهیم نشان Gx با را هندسی میانگین و 1x، 2x، ...، nx با را مثبت عددهای

(3 -0                  )  .n
nnG xxxxxxx n  2121

1
 
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 :داریم اخیر ی هرابط طرفین از لگاریتم گرفتن با
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 هاست. داده های گاریتمل حسابی میانگین لگاریتم آنتی ،هندسی میانگین پس
 میانگین ی همحاسب برای ،باشند شده تلخیص فراوانی جدول یک در ها داده اگر
 .بریم می کار به را (5- 3) تعریف ،هندسی

(3 -5                           ) log log( )
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
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 است. رده این فراوانی if و مi ی هرد مرکز ix آن در که
 یا غیره و جمعیت در مثلاً ،تغییر های آهنگ متوسط کردن پیدا در هندسی میانگین

 است. مفید ،غیره و ها قیمت افزایش مانند تغییرات نسبت میانگین ی همحاسب

 درش ی هسالان آهنگ ونفر  0111 روستا یک جمعیت که کنید فرض .14-8 مثال
و  سال چهار این پایان در روستا این جمعیت .باشد %8 سال چهار طول در جمعیت

 بود؟ خواهد چقدر میانگین هندسی جمعیت پنج سال
 عبارت ترتیب  به ،سال چهار این از هریک پایان و شروع در روستا این جمعیت .حل

 :از بود خواهد
4321 08110000811000081100008110001000 )(,)(,)(,)(, ////  
 :پس ،است اعداد این ضرب حاصل پنجم ی هریش ،عدد پنج این هندسی نمیانگی
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نیازی به عملیات فوق ندارد  افزار نرمبا توافقی و میانگین ی میانگین هندسی  محاسبه
ای انجام شرح دستورات لازم براستفاده از فرمول مربوطه قابل انجام است.  و صرفاً با

 .آمده است 3-7بخش در  افزار، با نرم محاسبات مربوطه
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به  ست.آنهامیانگین توان دوم  ،مدو ی هریش برابر با عدد nای رتبه دو  میانگین ریشه
 M2را با ای رتبه دو  ریشهو میانگین  1x ،2x ،... ،nxرا با  اگر عددها دیگر عبارت

 :نشان دهیم، آنگاه
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ای  ریشه میانگین ی هها در یک جدول فراوانی تلخیص شده باشند، برای محاسب اگر داده
 .بریم می را به کار (00- 3) ، تعریفرتبه دو
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 فراوانی این رده است. ifم و i ی همرکز رد imآن  که در
ای  شهتوافقی و ریهای حسابی، هندسی،   بین میانگینای  در مشاهدات مثبت، رابطه

 است. برقرار (02- 3) دو به شکل  رتبه

(3 -02                                )G HM x x x   .2 
nxxxازای  بهکه   21 های متنوعی برای اثبات  حل راه شود. برابری برقرار می

از  استفادهها، ixبا فرض مثبت بودن ارائه شده که در یکی از آنها ( 02- 3نابرابری )

تابع صعودی بودن 
k jj
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با . شود استفاده می j برحسب 1

( 02- 3) های ، نابرابریjی  در میانگین ریشه رتبه 2و  0و  و  -0برابر  jقراردادن 
 :داریم 0jازای  که به توجه دارید آید. دست می به
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 پراکندگی های معیار  2- 8
 .نیستند همانند ها داده مقادیر که است آن ،ها  دادهبیشتر  های  مشخصه ترین مهم از یکی

 .دارد آمارعلم  در اساسی اهمیتی ها داده بین تغییرات یا ،نبود ناهمانند میزان ،واقع در
 که کنند  می توصیف را اه داده ی همجموع از مهم ای  جنبه ،مرکزی گرایش های  معیار
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 ،دیگر اساسی ی همشخص این ی هدربار اطلاعی اما هاست داده «وسط» یا «معدل» همان
 نشان را آنها تفرق یا ،ها داده در راکندگیپمعرفی معیارهایی که  ،بنابراین .دهند نمی ما به

 ، ضروری است.دهد

 شده درج زیر جدول در ،کامپیوتر علوم ی رشته یدانشجو دو نمرات .11-8 مثال
 است.

 

  آمارواحتمال کامپیوتر اصول فیزیک عمومی ریاضی
 A دانشجو 04 02 03 03
 B دانشجو 03 0 03 00

 که درحالی .است 03 درس چهار این در دانشجو دو میانگین که کنیم می ملاحظه
 ریاضی درس در B یدانشجو ولی ،دارد قبولی ی نمره دروس ی همه در A یدانشجو
 که یمعیار ودوج به نیاز بنابراین .است ضعیف کامپیوتر اصول درس در و قوی عمومی
 نشان را یکسان میانگین با ولی متفاوت های داده مجموعه دو این بین موجود اختلاف

 دانشجو هر نمرات ی میانه و مد ،میانگین بر علاوه که کنید  توجه .شود می آشکار ،دهد
 است. 03

 در .دارد آماری تحلیل در مهم نقشی پراکندگی مفهوم که دهد می نشان 00- 3 مثال
دامنه،  های کمیتکه شامل  پراکندگی برای هایی اندازه 2- 2 -3و  0- 2- 3ای ه بخش

 م.دهی می ارائه ست،عیار، انحراف میانگین و واریانس هانحراف م

 دامنه  8-2-1
 مقدار کوچکترین تفاضل کردن پیدا با که است دامنه ،پراکندگی سنجش معیار ترین ساده
  .آید می دست هب ها داده مقدار بزرگترین از ها داده

(3 -03                 )              i
ni
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ni

xxR
,..,,,..,,

minmax
2121 

 

A، 21214 یدانشجو های نمره ی هدامن ،00- 3 مثال در AR ی هدامن و 
B، 10818 یدانشجو های نمره BR کنیم می ملاحظه هک طوری به .است 

 سادگی به دامنه آنکه با .است ،A یدانشجو از بیشتر B یدانشجو نمرات «پراکندگی»
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 بیشترین یعنی ،فرین های داده تنها کهای دارد  ی ضعف عمده ولی نقطه ،آید می دست به
 .ندارد ها داده بینابینی مقادیر به کاری و آورد می حساب به را ها داده مقدار کمترین و

 .یابد می افزایش دامنه مقدار ،باشد بزرگ نمونه ی اندازه وقتی مواقع برخی در همچنین
 پراکندگی برای مناسب معیاری ،دامنه ،است کم ها داده تعداد که وقتی ،حال این با

 است.

 معیار انحراف  2 -8-2
 میزان توانیم می ،است پراکندگی سنجش معیار رینمفیدت که معیار انحراف معرفی برای

 توضیح برای .گیریم  نظر در ملاکی عنوان به ،میانگین از را ها داده نزدیکی یا دوری
 را آنها نگینمیا و 1x ،2x ،... ،nx مقادیر بارا  موردنظر های داده که کنید فرض ،مطلب

xx مقادیر یعنی ،میانگین از را داده هر انحراف اگر .هیمد نشان x با 1xx 2 ،
 ،...xxn  توانند می میانگین از ها انحراف همین که رسد می نظر به ،کنیم حساب را 
 که هرقدر دیگر عبارت به .روند کار به ها داده پراکندگی سنجش برای ریمعیا عنوان به

 ها انحراف این که هرقدر و ترند پراکنده ها داده ،باشد بیشتر هم از ها انحراف این تفاوت
 با انحراف n این ی مقایسه چون .متمرکزترند ها داده ،باشند داشته باهم کمتری تفاوت

 n این میانگین کنیم می سعی اول ی هوهل در سهولت برای ،است دشواری رکا هم
 :یعنی ،آوریم دست به را انحراف

     
n

xxxxxx n  21   

 این صورت ،میانگین تعریف بنابر که شود می ملاحظه سادگی به .کنیم می محاسبه را
 توان می پس .است صفر میانگین از ها انحراف میانگین لذا و است صفر برابر عبارت
 مجموعاً ،دارند انحراف x از منفی جهت در که قدر همان مجموعاً ها داده گرفت: نتیجه
 صفر ها انحراف مجموع بنابراین و دارند انحراف xاز مثبت جهت در هم قدر همان
 است.
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 میانگین از ها داده دوری میزان به ما ی هعلاق که کرد  توجه باید ،مشکل این رفع برای
 ها انحراف جبری علامت توانیم می دیگر عبارت به .آن از ها داده دوری جهت نه و است

  مثلاً و بگیریم نادیده را میانگین از

(3 -04                 )
 n

x
x x x x x x

D
n

     
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1 2 

)میانگین  میانگیناز  انحراف به که ها انحراف قدرمطلق میانگین این .کنیم محاسبه را
 این در قدرمطلق چون اما ،دارد آمار در کاربردهایی ،است موسوم انحرف از میانگین(

 کنیم می سعی و کرده نظر صرف آن گرفتن نظر در از کند می ایجاد را مشکلاتی تعریف
 این برای .کنیم حل دیگر ای گونه به میانگین از انحراف مقادیر در را ها علامت مشکل
 مقادیر یعنی ،رسانیم می دوم توان به را میانگین از انحراف مقادیر ،منظور

     22
2

2
1 xx   xx  xx n  ,,,  

 باید ،میانگین از ها انحراف مجذور میانگین ی همحاسب برای حال .کنیم می محاسبه را
در اینجا  که دلایلی به .کنیم تقسیم ،ها داده تعداد یعنی ،n بر و محاسبه را آنها مجموع

)تنها به  کنیم می تقسیم 1n بر n بر تقسیم جای به را مجموع ،نیست ذکر به نیازی
عه به دست تری از واریانس جام کنیم که با این کار برآورد دقیق ذکر این نکته بسنده می

  :یعنی ،حاصل مقدار .آید( می
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 پس .دهیم می نشان 2s با را آن و نامیم می واریانس اختصار به یا ای نمونه واریانس را
 :داریم  یابی مجموع نماد از استفاده با
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 محاسبه ،اند شده بیان آن برحسب ها داده که واحدی مجذور برحسب واریانس چون
 را آن و محاسبه را واریانس مثبت جذر ،کنیم استفاده اصلی واحد از آنکه برای ،شود می
 پس .نامیم می معیار رافانح صرفاً یا ای نمونه معیار انحراف و دهیم می نشان s با
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 نمادباشند، آنگاه واریانس جامعه را با  یعضو Nی آماری  ها مقادیر جامعهixاگر 
2 دهیم. نمایش می 
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 03 دانشجو دو هر نمرات میانگین که کردیم حظهملا ،00- 3 مثال در .12-8 مثال
 :با است برابر A یدانشجو برای معیار انحراف مقدار .است
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 با: است برابر B دانشجو برای معیار انحراف همچنین
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 معیار انحراف از بیشتر مراتب به B یدانشجو نمرات معیار حرافان که شود می ملاحظه
 مقایسه در را B دانشجوی نمرات بودن تر پراکنده معیار این لذا و است A یدانشجو

 دهد. می نشان خوبی به A دانشجوی نمرات با

 مجموع و ها داده میانگین از داده هر انحراف پیداکردن ،محاسباتی لحاظ از
 آن جای به .باشد مشکل کمی شاید معیار انحراف ی همحاسب برای ها انحراف مجذورهای

 را معیار انحراف فرمول ،جبری اعمال اندکی با و برد کار به را میانگین تعریف توان می
 آورد. در (06- 3) فرمول معادل صورت به
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 ،ثانیه دهم یک برحسب متفاوت آماری ی همحاسب پنج اجرای مدت طول .18-8 مثال
 .زیراست شرح بهافزاری  برای نرم

052814961940980 ///// 
 کنید. محاسبه را ها داده ی همجموع این معیار انحراف و میانگین

 داریم ،تعریف بنابر .حل
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 چون و
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 مرکز قراردادن با صورت این در ،باشند شده بندی رده فراوانی جدول در ها داده اگر
 فرمول ،رده هر فراوانی گرفتن نظر در و رده آن در واقع های داده جای به رده هر

 .است (07- 3)فرمول  صورت به شده بندی رده های داده برای معیار انحراف
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 کار به را (00- 3) فرمول معادل توانیم می ،کنیم تر ساده را محاسبات بخواهیم گرا یا
 .بریم
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 اکسید میزان به مربوط های داده معیار انحراف و واریانس خواهیم می .10-8 مثال
 این برای .کنیم محاسبه ،است شده مطرح 3- 2 مثال در که را هوا در منتشره سولفور
 مقادیر آن در و کنیم می اضافه جدیدی ستون ،مذکور های داده فراوانی جدول در منظور

i ix f2 بود خواهد 2- 3جدول  صورت به فراوانی جدول ،کنیم می درج را. 
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 ین و واریانسی میانگ محاسبه برای. جدول فراوانی با دو ستون اضافی 2-8جدول 
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 ،شود می آشکار 2- 3 فراوانی جدول ستون آخرین در واقع مقادیر از که طوری به
 و اعشاری ارقام ها داده های نماینده که زمانی ،معیار انحراف به مربوط محاسبات

 ،محاسبات کردن ساده برای .است ای کننده خسته کار ،باشند بزرگ نسبتاً ها فراوانی
 در )که باشند برابر ها رده طول اینکه شرط به ،کرد استفاده کدگذاری روش از توان می

 ی هرد )ترجیحاً ها رده از یکی ی هنمایند  ،کدگذاری روش در .است( چنین 04-3 مثال
 سپس .کنیم می اختیار صفر را جدول( اواسط در واقع های رده از یکی یا وسطی
 و ... ،1، 2 یعنی ،منفی صحیح اعداد را رده این بالای های رده های نماینده

 اختیار ... ،2 ،0 یعنی ،مثبت صحیح اعداد را رده این زیر در واقع های رده های ایندهنم
 فرمول ،دهیم نشان1u2unu با را ها رده جدید های نماینده این اگر .کنیم می

 :صورت به میانگین
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 را صفر جدید ی نماینده کدگذاری در که است ای رده ی نماینده x آن در که آید، درمی
از آنچه که شرح داده شد،  .هاست رده مشترک طول c و ایم گرفته نظر در آن برای
 نمایش داد. (21- 3) صورت بهرا  معیار فانحرا فرمولتوان  می
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 زیر مثال در ،کدگذاری روش کمک به را  معیار انحراف و میانگین ی محاسبه ی هنحو

 کنیم. می ریحتش

ری روش کدگذا به را معیار انحراف و میانگین 04- 3 مثال های داده مطابق .14-8 مثال
 آورید. دست به

 و گیریم می صفر را چهارم ی هرد جدید ی هنمایند ،است هفت ها رده تعداد چون .حل
 حال .آوریم می دست به را دیگر های رده جدید های نماینده گفتیم بالا در که ترتیبی به

 .دهیم می تشکیل را 3- 3 جدول
 

 09- 3برای مثال  اریذکدگ با اعمال . جدول فراوانی3-3جدول 

152280
186239530
3618929526
17171719522
002509518

14141419514
40201029510
27933956

2

2

 







iiiii

iiiiiii

fuuff

fuuffum

/

/

/

/

/

/

/

 

4c، /x قراردادن با 18 95، 80n، 2
7

1


i
ii fu (04- 3) فرمول در 

 داریم: کدگذاری روش به میانگین
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152 مقدار با همراه مقادیر همین قراردادن با همچنین
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 داشت: خواهیم کدگذاری روش به معیار انحراف
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از  که هستند مقادیری همان ،انتظار مطابق ،مقادیر این کنیم می ملاحظه که طوری به
 اند. آمده دست به اصلی های داده

 ی پراکندگی برای محاسبه دیگر های فرمول  8-2-8
نام میانگین  ه، بتری ی انحراف از میانگین فرم کلی ( محاسبه04- 3) در فرمولتوان  می

 در نظر گرفت. )عدد حقیقی(، aانحراف از 
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aهای خاص  حالتبه  Md  وa Mo ترتیب  بهMdD  وMoD، « میانگین
اما ویژگی خاص که برای  گوییم. می «میانگین انحرافات از نما»و  «انحرافات از میانه

 مقدار این است که کمترین ،دهد رخ می aD میانه در معیار
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a Md آید یعنی به دست می: 
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 عنوان بهکه حالت خاص آن  ی پراکندگی، تر دیگری برای اندازه فرمول کلیهمچنین 
  .( است23- 3صورت ) به ،شود یاد می «واریانس»
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aMSبه  برقرار است. هاixازای میانگین  ( به23- 3که حداقل مقدار ممکنه عبارت )

 گوییم. می« aمیانگین مربعات انحراف از »
(3 -24                          ).min 2SMSMS xa

Ra



 

 از معیارهای پراکندگی یهایکاربرد 8- 8
ی استاندارد، قضیه چبیشف  برخی کاربردهای انحراف معیار، شامل ضریب تغییر، نمره

 دهیم. شرح میادامه را در 

 ضریب تغییر  1- 8- 8
در عددی ثابت  را روش کدگذاری حالت خاصی از تبدیل متغیرها است. اگر مشاهدات

 د.نآی دست می مشاهدات جدیدی به ،و با عددی ثابت جمع کنیمضرب 

nibaxy ii ,,, 21 
 :شود شکل زیر می روی آنها به ثیر این تبدیل برأاز روی خواص میانگین و واریانس، ت

., 222
xy sasbxay  

میانگین و انحراف معیار دارای واحد سنجش، از نوع واحد سنجش های  معیار
اونس  0/1 مشخصی دارای انحراف معیاراشیاء  ت. برای مثال ممکن است وزنهاس داده
راحتی  هکدام از آنها ب دو یکسان هستند، ولی هیچ د که هرنگرم باش میلی 2039یا 

کنند که با یک پراکندگی بزرگ یا یک پراکندگی کوچک سروکار داریم.  مشخص نمی
یک مقیاس نسبی پراکندگی است.  ی هگونه موارد آنچه که مورد نیاز است ارائ در این

 برانحراف معیار  از تقسیم که ضریب تغییرعبارت است از یک مقیاس نسبی پراکندگی 
ضرب شده و به صورت درصد بیان و  011معمولاً در عدد  گردد که حاصل می میانگین

 .شود نشان داده می Vبا حرف 
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 :، مقدار ضریب تغییر برابر است با09- 3 برای اطلاعات مثال
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 گیری است. واحد اندازهیک که این کمیت، نمایانگر میزان تغییرات در 

 استاندارد ی هنمر 2- 8- 8
 sوانحراف معیار  xتایی با میانگین  nیک سری داده  1x ،2x ،... ،nx فرض کنید

 باشند. با تبدیل 
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 ها آیند. این داده دست می به استاندارد، های نمرهنام  به 1z2znz جدید های داده

12و  0zدارای ویژگی میانگین صفر و واریانس یک،  zs هستند. هرگاه بخواهیم ،
آنها کار را  ی شدهنیم، استانداردبا هم مقایسه ک مختلف را ی هدو مشاهده از دو نمون

 کند.  آسان می
 61ترم درس زبان خارجه به ترتیب  میانگین و انحراف معیار نمرات پایان. 14-8مثال 

و  90ترم درس ریاضی عمومی به ترتیب  انحراف معیار نمرات پایان و و میانگین 06و 
و  72زبان خارجه  ی هاده باشد و نمر. اگر دانشجویی هر دو درس را امتحان داست 01
 اش در کدام درس بهتر است؟ باشد، وضعیت تحصیلی 60ریاضی عمومی  ی هنمر

750 استاندارد زبان خارجه: ی هنمر
16

6072
1 /


z 

1 استاندارد ریاضی عمومی: ی هنمر
10

5868
2 


z 

درس ریاضی عمومی او  ی همردرس زبان خارجه از ن ی هشود که اگرچه نمر ملاحظه می
کلاس ریاضی عمومی بهتر از کلاس زبان خارجه  بیشتر است، ولی وضعیت وی در

یک انحراف معیار  ی هدر درس ریاضی عمومی به اندازی استاندارد  نمرهاست. زیرا 
انحراف  79/1 ی هکه در درس زبان خارجه به انداز بالای میانگین، قرار دارد در حالی

 لای میانگین، قرار دارد.معیار در با

 چبیشف ی هقضی 8- 8- 8
گوییم  چنانچه پراکندگی دو نمونه از یک جمعیت را با یکدیگر مقایسه کنیم، می

اش بیشتر است. همچنین  ای که دارای انحراف معیار بزرگتری است، پراکندگی نمونه
میانگین تجمع  ها به میانگین نزدیکتر باشند و یا پیرامون عنوان کردیم که هرچه داده
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ها از میانگین دور باشند،  کرده باشند، انحراف معیار به صفر نزدیک است و چنانچه داده
دان روسی  ای علمی توسط ریاضی گونه آنگاه انحراف معیار بزرگ است. این موضوع به

 چبیشف بیان شده است. ی هبه نام چبیشف با عنوان قضی

، 1kها و هر عدد ثابت  موعه از دادهبرای هر مج .ی چبیشف( )قضیه 1-8 ی هقضی

10011 اقلحد 2 









k
برابر انحراف معیار در هر دو  k ی هها باید به فاصل درصد داده 

 طرف میانگین قرار گیرند.
 شود: می، چنین بیان kهای خاص  چبیشف برای حالت ی هقضی

),( ی هها به باز تعداد خیلی کم داده است ممکن، 1kالف.  sxsx   تعلق داشته
 باشند.

751004 حداقل، 2kب. 
3  ،ی هها به باز داده درصد ),( sxsx 22   تعلق

 دارند.
9881009 حداقل، 3kج. 

8
/ ،ی هها به باز داده درصد),( sxsx 33  تعلق

 دارند.

ای تنظیم شده است که  گونه بندی زعفران به در دستگاه اتوماتیک بسته. 14-8مثال 
گرم، زعفران  12/1 گرم زعفران و با انحراف معیار 06طور متوسط  درون هر بسته به

 19/06 تا 59/09 اش که دارای وزنی بین های تولیدی دهد. حداقل درصد بسته قرار می
نظر گرفته شده  در k/52)توجه دارید که در این مثال  استدرصد  04 ،گرم باشند

 .است(
شود که  ای قابل کاربرد است، اما چنین بیان می چبیشف برای هر نوع داده ی هقضی

کند.  معینی تعلق دارند و مقدار دقیق را تعیین نمی ی هها به فاصل ادهحداقل چند درصد د
گیرند، بیش از  معینی تعلق می ی ههایی که به فاصل ها، درصد واقعی داده برای بیشتر داده

 باشد. کند، می چبیشف بیان می ی هآنچه که قضی
ور تجربی بیان چبیشف با عنوان دست ی هتری از قضی کار دقیق ها راه برای بیشتر داده

که در مباحث نظری است که براساس توزیع نرمال  ی هحقیقت یک نتیج شده است. در
 .شود )به فصل چهارم مراجعه شود( بعدی احتمال مطرح می
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 شکل است، داریم: زنگیهایی که منحنی فراوانی آنها  : برای دادهدستور تجربی
),(ی  هها به باز درصد داده 60الف. تقریباً  sxsx  .تعلق دارند 
),( ی هها به باز درصد داده 59ب. تقریباً  sxsx 22  .تعلق دارند 
),( ی هبازها به  دادهدرصد  7/55 ج. تقریباً sxsx 33  .تعلق دارند 

که تقارن تقریبی در نمودار به چشم  0- 2شکل و  3- 2با اطلاعات مثال . 13-8مثال 
 د.کرشده برآورد  های مطرح هتوان وضعیت توزیع مشاهدات را در باز رد، میخو می

 ی بازهها به  درصد داده 60الف. تقریباً 

) , () , ( ////// 42431355585185558518  
 تعلق دارند.
 ی هها به باز درصد داده 59ب. تقریباً 

) , () , () , ( /////// 9529095297575552851855528518  
 تعلق دارند.

 ی هباز به اه درصد )تقریباً کل( داده 7/55 ج. تقریباً

) , () , ( ////// 535225553851855538518  
 تعلق دارند.

 پراکندگی های معیار دیگر و ها چندک 0- 8
 یک در ها داده نصف که بود مقداری ،ها داده از ای مجموعه ی همیان که کنیم یادآوری می

 را ها چندک توان می قیاس همین به .داشتند قرار آن دیگر طرف در دیگر نصف و طرف
 و آن طرف یک در ها داده از معینی بخش که هستند مقادیری از عبارت که کرد تعریف
 تر: بیانی دقیق به .دارند قرار آن دیگر طرف در مانده باقی بخش
10را که در آن  pQعدد   p ،«ی  چندک مرتبهp »نامند، هرگاه  میp100 درصد
 ها کوچکتر از آن باشند. داده

75050250) ها چارک از توان می مهم های چندک ی هجمل از /// ,,p )، ها دهک 
(902010 /// ,,, p)، 990020010) ها صدک و /// ,,, p) را مفاهیم این .برد نام 

 .کنیم می تعریف گسسته-کمی های و سپس برای داده شده بندی رده های داده برای ابتدا
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 به نگار بافت زیر مساحت، نقطه آن در که هاست طول محور روی بر ای نقطه اول چارک

 یعنی ،شود می تقسیم 3 و 0 های نسبت
4
 این چپ سمت در نگار بافت زیر مساحت 1

 و نقطه
4
 میانه همان دوم چارک .دارد قرار نقطه این دیگر طرف در مانده باقی سطح 3

 که است ای نقطه سوم چارک و است
4
 و آن چپ سمت در نگار بافت زیر مساحت 3

4
 را میانه( همان )یا دوم چارک و 1Q با را اول چارک .قراردارد آن راست سمت در 1

 دهیم. می نشان 3Q با را سوم چارک و 2Q با

دست  به و نسبت  های فاصله های پیوسته )که از مقیاس برای داده 1Q ی همحاسب
 شود. می ستفاده( ا27 -3اند( از فرمول ) آمده

(3 -27                            )c
f

F
LQ

k

k
n

k 


 14
1 

ی ماقبل  فراوانی تجمعی طبقه 1kFی چارک اول،  کران پایین طبقه kLکه در آن 
 ی چارک اول است. طول رده cی چارک اول،  فراوانی طبقه kfی چارک اول،  طبقه

 این در .کنیم محاسبه نیز را ،3Q ،سوم چارک وانیمت می منوال همین به درست
 آید. دست می ( مقدار عددی چارک سوم به20- 3با استفاده از فرمول ) حالت

(3 -20)                            c
f

Fn

LQ
k

k

k 



1

3
4
3

 

ی ماقبل  فراوانی تجمعی طبقه 1kFی چارک سوم،  کران پایین طبقه kLکه در آن 
 ی چارک سوم است. طول رده cی چارک سوم،  فراوانی طبقه kfی چارک سوم،  طبقه

 به ها دهک این .کرد تعریف را نهم ،... ،دوم ،اول های دهک توان می ترتیب همین به
( 25- 3فرمول ) از ،اول دهک مثلاً .شوند می داده نشان 1D، 2D، ...، 9D با ترتیب

 شود. می محاسبه

(3 -25      )                        c
f

Fn

LD
k

k

k 



1

1
10 
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ی ماقبل  فراوانی تجمعی طبقه 1kFاول،  دهکی  کران پایین طبقه kLکه در آن 
 اول است. دهکی  طول رده cاول،  دهکی  فراوانی طبقه kfاول،  دهکی  طبقه

شوند که از ذکر جزئیات مربوط به آنها خودداری  نحو مشابه تعریف می ها عیناً به صدک
 کنیم. می

 صورت به است که چارکی برد میانهای پراکندگی،  معیار از دیگر کیی

13 QQQR  درصد پنجاه که است ای بازه طول چارکی میان شود. برد می تعریف 
 کنند که می استفاده چارکی نیم برد میانقرار دارند. برخی پژوهشگران از  آن در ها داده

 :صورت به

2
13 QQ

IQR


 

پراکندگی نسبی، که  ی هشود. یک انداز می نامیده نیز چارکی انحرافشود، و  می تعریف
و  1Qچارکی بر میانگین  صورت نسبت نیم برد میان ضریب تغییر چارکی نام دارد به

3Q  یعنی به صورت011ضرب در ،: 

100
13

13 





QQ

QQ
VQ 

 شود. میتعریف 

19 مثلاً و محاسبه ترتیب همین به را ها دهک سایر توان می DD  28 یا DD ، و 
 برد. کار به پراکندگی سنجش برای دیگری معیارهای عنوان به را ...

 .بگیرید نظر در را ،سولفور اکسید میزان به مربوط ،3- 2 مثالاطلاعات  .13-8 مثال
 دست هب را نهم دهک و اول دهک ،چارکی تغییر ضریب ،سوم ،اول چارک دیرقام

 آورید.

20 پس ،80n چون .حل
4
n. اینکه به توجه با 

1410320103  
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95123 آن پایین کران که دارد قرار سوم ی هرد در اول چارک پس /L آن انیفراو و 

143 f 710320 چون .است
4 1   )(kF
n، ( 27- 3مطابق فرمول ) بنابراین

 :داریم

.// 9514414
795121 Q 

60 چون ،همچنین
4

3 n، و 

172514103602514103  
  پس

.// 8322417
895203 Q 

 چارکی میان برد ،تعریف به توجه با

8879514832213 /// QQ 

943 چارکی نیم برد میان لذا و
2

13
/




QQ
IQR چارکی تغییر ضریب و 

./8620100
13

13 





QQ

QQ
VQ 

8 چون
10

n 10383 و  و 59/0 پایین کران با دوم ی هرد در اول دهک پس 

538 چون .قراردارد 01 فراوانی h، پس 

.// 95104
10
59581 D 

72 چون ،قیاس همین به
10
9 n و 

917251410372172514103  
  نتیجه در .دارد قرار 59/24 پایین کران اب ششم ی هرد در نهم دهک لذا

2826
3
495244

9
1725141037295249 ///

)(



D 

19 از مثلاً توان می ،گفتیم تر پیش که طور همان DD  برای معیاری عنوان به زنی 
331519 مثال این در .کرد استفاده پراکندگی سنجش /DD. 01 که کنید توجه 
  قراردارد. 9D تا 1D ی هدرباز ها داده درصد
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در  pی  ی چندک مرتبه محاسبهمطابق با آنچه که گذشت، فرمول کلی برای 
 :های پیوسته، عبارت است از جداول آماری با داده

(3 -31          )                    ,c
f

Fnp
LQ

k

k
kp 


 1 

ی  فراوانی تجمعی طبقه p ،1kFی  ی چندک مرتبه کران پایین طبقه kLکه در آن 
طول  p ،cی  ی چندک مرتبه فراوانی طبقه p ،kfی  ی چندک مرتبه ماقبل طبقه

 است. pی  ی چندک مرتبه رده
ی  )همانگونه که در محاسبه های گسسته ، در دادهpی  چندک مرتبهی  برای محاسبه

 کنیم،  داده را به صورت غیرنزولی مرتب می n، ابتدا میانه ملاحظه شد(

     nxxx  21 
سپس جزء صحیح مقدار  pn 1  را باr  و قسمت اعشاری آن راw  در نظر

 است:گیریم. واضح  می

  1011  wrpnwpnr ,)(,)( 
، آنگاه 0wاگر  rp xQ صورت   این ، در غیر 

(3 -30                    )     .11  rrp wxxwQ 
 ( قابل محاسبه است.31- 3( از فرمول )3- 3توان نشان داد که فرمول ) سادگی می به

 دست آورید. دهک هفتم را به 01، 5، 5، 0، 7، 9، 4، 4، 3های  برای داده .24-8مثال 

9n ،70/p ، داریم .حل  770101  /pn ،7r  0وw  پس 

  9770  xQ
/

 

دست  صدک شصتم را به 02، 0، 7، 7، 9، 4، 3، 2، 0، 1های  برای داده .21-8مثال 
 آورید.

10n ،60/p ، داریم .حل  6660111 //  pn ،6r  60و/w  پس 

      .//////
2676054060601 7660  xxQ 

 ای  ودار جعبهنم  4- 8
ای برای نمایش فواصل بین مقادیر چارک اول، چارک سوم، میانه، و  نمودار جعبه
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در این نمودار، خارج از یک سر جعبه چارک اول و میانگین بسیار سودمند است. 
بزرگترین و کوچکترین مشاهده نمایش داده  سر دیگر چارک سوم قرار دارد، خارج از

تواند حاکی از وجود نقاط پرت، و همچنین  ای، می ار جعبهشود. این فواصل در نمود می
ای برای توصیف و  ها، تفسیر شود. همچنین نمودار جعبه عدم تقارن توزیع داده

 رود.  کار می ی اطلاعات چند جامعه نیز به مقایسه
آمده است. این نمودار از اطلاعاتی مانند  0- 3ای در شکل  فرم عمومی نمودار جعبه

 چارک اول، میانه، چارک سوم، بزرگترین مشاهدات ساخته شده است. کوچکترین،

 
 ای فرم عمومی نمودار جعبه .1-8شکل 

 ای بین چند جامعه اطلاعات مقایسه 22-8مثال 
شناسی، و  اجتماعی، روان  مدیریت دولتی، اقتصاد، علوم ی در یک بررسی از پنج رشته

شده بعد از انتخاب  تعداد روزهای سپری ؛نور در یکی از مراکز دانشگاه پیام حسابداری
 3 نموداردر  پنج رشته، ای واحد تا روز پرداخت شهریه، ثبت شده است. نمودار مقایسه

 آمده است.  2-

 22- 3ی مثال  های توصیفی پنج رشته ارهآم .0-8جدول 
ی تحصیلی رشته  max 3Q Md 1Q min 

 00 29 31 44 99 مدیریت دولتی
 02 25 32 30 97 علوم اجتماعی

 03 30 49 91 97 شناسی روان
 00 34 41 91 90 اقتصاد
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 9 00 29 34 36 حسابداری

 

 
 هشده تا پرداخت شهری ای تعداد روزهای سپری نمودار جعبه .1-8 نمودار

شناسی، به نسبت سایر  ی روان دانشجویان رشتهاین نمودار حاکی از آن است که 
طول و  این تعبیر، بیشتر باید براساس ها، دیرتر اقدام به پرداخت شهریه دارند. رشته

 . ها های خارج از مستطیل دم ی طول اندازهباشد، تا  ها مستطیل موقعیت

 سوم ی فصل خلاصه

جز  ای معرفی شدند. به های مرکزی و پراکندگی و نمودار جعبهدر این فصل انواع معیار
تواند برای مشاهدات از روی یک متغیر کیفی نیز محاسبه شود، مابقی معیارها  مد، که می

ها و انحراف معیار و  ی انواع میانگین محاسبهبه متغیرهای کمی اختصاص دارد. 
های اصلی  جای داده ها، به ی رده یندهبا استفاده از نماشده  های جدول دادهواریانس برای 

ی دو یا  و ضریب تغییرات برای مقایسه دی استاندار مفاهیمی مانند نمرهشود.  انجام می
های هریک از معیارهای  جدول زیر فرمولرود.  کار می چند جامعه یا چند عضو به

 1kFی میانه،  ن پایین طبقهکرا kL. توجه دارید که دده شده را نمایش می ارائه
ی  طول رده cی میانه،  فراوانی طبقه kfی میانه،  ی ماقبل طبقه فراوانی تجمعی طبقه

، و میانه  1011  wrpnwpnr  تعریف شده است. )(,)(,
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 پراکندگیای از معیارهای مرکزی و  خلاصه .4 - 8جدول 

 محاسبه از روی جدول ها محاسبه از روی داده عنوان نوع  

زی
رک

م
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انحراف 
 معیار 
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برد میان 
13 چارکی QQQR  

ضریب 
تغییر 

 چارکی
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13

13 





QQ

QQ
VQ 

 ینتمر

 کنید. محاسبه را اول چارک و نما ،میانه زیر اتمشاهد برای .1- 8

28370613421301523104 
ی  هنقط از متحرکی .دارند قرار یکدیگر از فاصله یک به Cو ،A، B ی نقطه سه .2- 8

A ی  هنقط بهB، ی هنقط از B ی هنقط به C ی هنقط از و C ی هنقط به A ترتیب به 
 حرکت ساعت در متر 01 و ساعت در متر 41 ،ساعت در متر 21 معادل سرعتی با

 کنید. محاسبه را شده ذکر مسیر در متحرک این متوسط سرعت .کند می
 ثابت کنید a ی زیر را به ازای هر . رابطه8- 8

.)()()( 



n

i
i

n

i
i axnxxax

1

22

1

2 

پوند باشد. اگر  است که بیشترین بار آن  ای طراحی شده گونه . آسانسوری به0- 8
پوند  مسافر زن که میانگین وزن آنها   جایی مسافران این آسانسور یک جابهدر 

آیا آسانسور دارای بار بیش  باشند ،پوند است 074که میانگین وزن آنها مرد  است و 
 از حد مجاز است؟

، و 401، 979. سه نمایندگی فروش یخچال از شرکتی، در سه شهر بزرگ تعداد 4- 8
 02011تومان و  00711تومان،  02111یخچال را به ترتیب با متوسط قیمت  429

 شده چقدر است؟ های فروخته اند. متوسط قیمت یخچال فروخته تومان
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های  و مجموع توان و میانگین آنها برابر با  برابر با جمعیت . اگر واریانس یک 4- 8
 چقدر است؟جمعیت  ی هباشد، انداز دوم آنها برابر با 

nxxxهای  . اگر میانگین داده4- 8 ,,, 21  برابر باx های  باشد، آنگاه میانگین داده
     111 21  nxxx ,,, چقدر است؟ ، 

921های  . اگر میانگین داده3- 8 xxx ,,,  های  یانگین دادهه مباشد، آنگا  برابر
     921 921  xxx ,,, .را محاسبه کنید ، 

2021های  ه. اگر میانگین داد3- 8 xxx ,,,   های  باشد، آنگاه میانگین داده برابر
     8084 2021  xxx ,,, .را محاسبه کنید ، 

2021های  . اگر میانگین داده14- 8 xxx ,,,   های باشد، آنگاه میانگین داده برابر با 
3635302021 ,,,,,, xxx دست آورید. ، را به 

254321های  داده معیارنحراف . اگر ا11- 8 ,,,, xxxx  برابر با صفر باشد، آنگاه میانگین
504321های  داده ,,,, xxxxدست آورید. ، را به 

 بیفزاییم، در مقدار انحراف میانگین چه را ها عدد  . اگر به هریک از داده12- 8
 دهد؟ تغییری رخ می

151021 یهای معیار داده . اگر انحراف18- 8 ,,,, xxx  ی هبرابر با صفر باشد، میان 
های  داده      1917121212 1021 ,, xx,x   ، را محاسبه کنید.,,...

باشد، انحراف معیار  0/5برابر با  0و  02، 21، 24، 36 معیار اعداد . اگر انحراف10- 8
 چقدر است؟ 2و  3، 9، 6، 5 اعداد

nxxxهای  داده ی میانه. اگر 14- 8 ,,, 21  ی  آنگاه میانهباشد،  6/9برابر با
6175421 // ,,,,, nxxx   چقدر است؟ 

 ای چهارگزینه خودآزمایی
آنگاه کدام گزینه مقداری کمتری  ،باشد 06برابر  1x ،2x ،... ،nxاگر میانگین . 1- 8

 برای عبارت 
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n

i

ax
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2
i کند. ایجاد می 

 n16n16ج.    06ب.   الف. صفر
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 21و میانگین نمرات گروه دو  06نفری برابر با  04میانگین نمرات گروه یک . 2 -8
  ت؟اس نفری برابر کدام گزینه 34. میانگین کل است 03نفری برابر 

 ج.    29/04ب.   9/04الف. 

 ر چه صورت عبارتد. 8- 8


k

i

if
n

i

1

 نمایانگر میانگین است؟ 

,,,...kها اعداد  ی رده الف. نماینده  باشند. 21

ها اعداد  ی رده ب. نماینده
n

k

nn
...,,,

 باشند. 21

,,,...nها اعداد  ی رده ج. نماینده  باشند. 21

ها اعداد  ی رده د. نماینده
k

k

kk
...,,,

 باشند. 21

 برابر کدام گزینه است؟ 44، 49، 01، 52، 014ی مشاهدات  میانه. 0- 8
 07د.    06ج.    9/62ب.    01الف. 

 ،9، 7، 01ترتیب  به 4_0، 0_02، 02_06، 06_21، 21_24های  اگر فراوانی رده. 4- 8
  باشند، آنگاه میانه برابر کدام گزینه است؟ 0، 4

 21د.    00ج.     02ب.     06الف. 
191815111085321اگر مشاهدات . 4- 8 باشد، افزودن  2/5دارای میانگین  ,,,,,,,,,

 کند؟ کدام گزینه به مشاهدات، تغییری در میانگین مشاهدات جدید ایجاد نمی
000الف.  270040. ب   ,, // 292920ج.    ,, /// 2900د.    ,, /,, 

9821میانگین مشاهدات . 4- 8 aaaa   برابر کدام گزینه است؟ ,,,,

الف. 
4a    .ب

5a    .ج
2a    .د

3a 

است، آنگاه کدام گزینه  0/0و میانگین توافقی  9/2اگر بدانیم میانگین حسابی . 3- 8
 برای میانگین هندسی برقرار است؟

 0/2د. برابر  ج. بین دو میانگین داده شده  9/2ب. بیش از    0/0الف. کمتر از 

kxاگر . 3- 8
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zyxسه عدد . 14- 8   را طوری درنظر بگیرید که میانگین آنهاy  باشد. کدام
 کند؟ گزینه واریانس یک را برای آنها برقرار می

yxzالف.        .12ج  )( yx 
12ب.   )( yz     .دx  وz 2ای به شعاع  بر روی دایرهy .قرار گیرند 

باشد، آنگاه مقدار  45و واریانس آن برابر  04اگر میانگین مشاهدات برابر . 11- 8
 ضریب تغییرات برابر با کدام گزینه است؟

  91د.   9ج.    211ب.    2الف. 
 شود؟ ی استاندارد برابر با یک می در چه حالتی نمره. 12- 8

 الف. واریانس آن برابر یک باشد.
  از میانگین یک باشد.ب. اختلاف 

 ی اصلی برابر با مجموع انحراف معیار و میانگین باشد. ج. نمره
 ی اصلی برابر با دو برابر میانگین باشد. د. نمره

ها به آن تعلق دارد  درصد داده 79ی چبیشف، که حداقل  مجموع دو کران بازه. 18- 8
  چقدر است؟

s4د.    s4ج.    x2ب.   الف. صفر
1  

 ها یک از بازه ی چبیشف، کدام باشد، براساس قضیه 0ها برابر  اگر میانگین داده. 10- 8
 ها را در بردارد؟ درصد داده 79حداقل 

),(الف.  ),(ب.   124 ),(ج.  126  د. بستگی به انحراف معیار دارد  104
ی  ی چبیشف، برای تعیین حداقل درصدهایی که مجموعه در کاربرد قضیه. 14- 8

 ها در یک فاصله قرار گیرند، ..........  داده
 ی جدول فراوانی است. الف. نیاز به محاسبه

 ب. باید بزرگترین و کوچکترین مشاهدات را بیابیم.
 مشاهدات را بدانیم. ج. میانگین و انحراف معیار

 یک عدد طبیعی است باید رعایت شود. kد. این محدویت که 

 ..........چارکی،  برد میان براساس تعریف نیم. 14- 8
  شود. چارکی نیز افزوده می بردمیان الف. با افزودن عددی به مشاهدات، به نیم

 گذارد. ی آن تأثیری نمی هدرصد مشاهدات در محاسب 79ب. تغییرات در 
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 ج. میانگین انحراف چارک اول و چارک سوم از هر عددی است.
 د.کرتوان آن را محاسبه  د. از روی میانه نیز می

8 -14 .81 Q  133و Qمقدار ضریب تغییر چارکی برابر کدام گزینه است؟ 
 9/01د.     0/23ج.     42ب.     2/4الف. 

 مطابق جدول آماری به شرح ذیل، مقدار چارک اول برابر با کدام گزینه است؟. 13- 8

 ها  رده فراوانی فراوانی تجمعی
0 0 49-29 
07 5 69-49 
20 00 09-69 
33 9 019-09 
41 7 029-019 
91 01 049-029 

  22/32د.    22/92ج.    69ب.     49الف. 



 

 

 چهارمفصل 
 

 

 معیارهای ارزیابی منحنی فراوانی

 

 

 هدف کلی

ی معیار چولگی و  ها که شامل محاسبه معیارهای ارزیابی منحنی فراوانیآموزش 
 های دورافتاده  کشیدگی، و شناسایی داده

 های یادگیری هدف
 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:

 ها ارائه دهد. ها، توصیفی از منحنی فراوانی بر اساس نمودارهای توزیع فراوانی -
 را شرح دهد.  مفهوم چولگی و انواع آن -
 مفهوم کشیدگی را شرح دهد.  -
 انواع ضرایب چولگی را محاسبه کند و نوع چولگی توزیع فراوانی را تعیین کند. -
 ای را محاسبه کند. گشتاورهای مرکزی از هر مرتبه -
 دست آورد.  را بهضریب کشیدگی یا برجستگی  -
 خط را ترسیم کند. -  نمودار جعبه -
 خط تقارن توزیع فراوانی را شرح دهد. -از روی نمودار جعبه  -
 خط مشاهدات دور افتاده را شناسایی کند. -از روی نمودار جعبه  -
 نشان دهد.  را معیارهای چولگی و کشیدگی برای منحنی نرمال مقادیر -
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 مقدمه

« پراکندگی»یا « تغییرپذیری»ها و  داده« مرکز»نحوی  ارهایی را که بهتاکنون انواع معی

های  راه تعداد  رای ی بحد توان دادیم. در واقع نمی کردند، شرح می ها را توصیف داده

 برای های جدیدی مرتباً روش محققان و پژوهشگران ها قائل شد، زیرا داده توصیف

 وجود خود در مسائل معین به ی لعهمطا های مورد های عددی داده مشخصه توصیف

ها  دادهفراوانی توصیف شکل کلی توزیع  به اختصار، به، فصلاین  آورند. در می

ها در قالب یک  توزیع و پخش داده ی ها، نحوه پردازیم. منظور از توزیع فراوانی داده می

 تواند یک نمودار یا یک تابع )منحنی( باشد. قانون است که می

 ها ی نمودارهای داده ی ویژهمعیارها  1- 4

که در  هایی را باشند، اغلب توزیع توانند هر شکل و وضعی داشته های فراوانی می توزیع

 های نوع استاندارد توزیع چند از یکی از توان با استفاده کنیم، می می آنها برخورد عمل با

 زنگنی، توزیع فراوا توزیعترین  مهمد. کر بخشی توصیف نسبتاً رضایت نحو به فراوانی

واقع دلایل نظری برای  است. در نشان داده شده 1- 4 نمودار که در است متقارن شکل

 کنند، وجود دارد. می الگو تبعیت این ها از از توزیع اینکه چرا بسیاری

 

 
 . توزیع زنگ شکل متقارن1- 4 نمودار



 66یارهای ارزیابی منحنی فراوانی   مع

 

اندک مسامحه  توان با  را هنوز هم می 3- 4و  2- 4های  نموداردو توزیع دیگر در 

های نظیر اینها که   ها دیگر متقارن نیستند. توزیع زنگ شکل نامید، اما این توزیع

اگر دمچه در سمت چپ باشد،  ؛شوند  نامیده می چولهای در یک طرف دارند، «دمچه»

باشد،  راست ( و اگر دمچه در2- 4 نموداردارد ) توزیع چولگی منفیگوییم که  می

های درآمدها یا دستمزدها  (. توزیع3- 4 نموداردارد ) مثبت توزیع چولگیگوییم  می

ارند. در این ت دنسبتاً بزرگ، چولگی مثبادیر مق با اغلب به دلیل وجود تعدادی

 ر مقادیر بسیار بزرگ نیستند.کردن اث خنثی بهها، مقادیر کوچک قادر  توزیع

 

 
 . توزیع با چولگی منفی2-4 نمودار

 
 چولگی مثبت . توزیع با3-4 نمودار

. یک روش نسبتاً داردوجود  چولگی گیری میزان های گوناگونی برای اندازه راه

آسان، بر این واقعیت مبتنی است که برای یک توزیع زنگ شکل کاملاً متقارن، از نوع 

اند. چون  مقادیر میانگین و میانه برهم منطبق ،1- 4 نمودارتوزیع توصیف شده در 

قادر به جبران آنها نیستند،  ،متناظرتاً بزرگ که مقادیر کوچک وجود تعدادی مقدار نسب
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شود که میانگین بزرگتر از میانه باشد )و وجود مقادیر نسبتاً کوچک که  می موجب

که میانگین کوچکتر  شود مقادیر نسبتاً بزرگ نظیر قادر به جبران آنها نیستند موجب می

  :گی مثبتدر چول طور معمول، . بهاز میانه باشد(

xMoMd  
 :و در چولگی منفی

MdMox  
  برقرار است.

کند را  آن پیروی میاز  نگار بافتبه صورت  1- 4 نمودارآلی که  ایده الگویدر واقع 

 :ارائه داد نرمالنام توزیع  به (1- 4فرمول ) باک منحنی پیوسته یدر قالب توان  می

(4 -1             )        
 

( ) , ,
x

f x e x R




 

 
21

2
2

1

2
 

معلوم ترتیب عدد حقیقی، و عددی مثبت هستند که با  به و  های  پارامترکه در آن 

( با عنوان 4 - 3فرمول )از این توزیع در  .شود تعیین می( کاملاً 1- 4)فرمول آنها  بودن

قرار  sk2هایی با طول  هایی که درون بازه یین درصد دادهدستور تجربی، برای تع

ثیری در تأ و  یک از دو کمیت  تغییر در هیچ ایم. کرده استفادهگیرند،  می

ها  گذارد، بلکه ممکن است منحنی را روی محور طول شدن منحنی نرمال نمی چوله

های این  شرح ویژگی ی منحنی را افزایش یا کاهش دهد. جا کند یا ارتفاع قله هجاب

که لازم به ذکر است فقط در ادامه،  .دشو ارائه می« احتمال یک»در درس  توزیع نرمال

ی عدم تقارن )چولگی( و همچنین برجستگی مد )کشیدگی( از  معیارهایی برای محاسبه

 شود. زیع نرمال حاصل میها با تو مقایسه توزیع داده

ای  ساده هایو معیار کرده استفاده و نما ابط بین میانگین و میانهوتوانیم از این ر می

یا ) رسنیچولگی پاول ضریب  معیار اولینکنیم.  توزیع، تعریف گیبرای میزان چول

 شود و مقدار آن چنین است: نامیده می (ضریب مد چولگی

(4 -2       )                       .
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SKP


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، شود نامیده می (یا ضریب میانه چولگی) رسنیچولگی پدوم ضریب  ،معیاردومین 

 عبارت است از:

(4 -3          )                .
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s

Mdx
SKP


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3
2 

 2SK کلی حالت در است و صفر برابر هاSK متقارن، مقدار کاملاً منحنی یک برای

 کند. تغییر می +3و  -3بین 

ضریب گشتاوری آید،  دست می معیاری دیگری که از گشتاور مرکزی سوم به

 شود، برابر است با: نامیده می چولگی پیرسن

(4 -4         )                           ,3
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 انحراف معیار نمونه است. sی سوم، و گشتاور مرکزی مرتبه

دست  مقدار چولگی را به، مربوط به میزان اکسید سولفور، 3- 2 . مطابق مثال1-4مثال 

 آورید.

 دیدیم که . حل

.  ,   ,d   , //// 271955503198518  MosMx 

48163ی سوم،  گشتاور مرکزی مرتبه ی  همچنین با قدری محاسبه /m دست  به

  :بنابراینآوریم.  می
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توان توزیع را تقریباً  کوچک است و لذا می بسیار شود که مقدار سه معیار ملاحظه می

 متقارن دانست.

آیند،  پیش می های کاربردی برخی مدلدر  که هایی توزیع از دیگر نوع دو

 نشان 5- 4و  4- 4 های نمودار در کهاست  شکل معکوس J و شکل U های توزیع

 تا ها توزیع این ها آشکار است، نام توزیع نمودار این در که گونه اند. همان شده داده

 کنند. می معین را ها توزیع شکل حدی

 
 شکل U. توزیع 4-4 نمودار

 
 معکوس شکل J. توزیع 5-4 ارنمود

 برجستگییا  کشیدگی معیارآماری مطرح است که به  یمعیار دیگری در نمودارها

آید.  دست می منحنی توجه دارد. معمولاً این معیار از مقایسه با منحنی نرمال به

 :شود ( محاسبه می5- 4ی فرمول ) وسیله برجستگی به

(4 -5       )                             34
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4انحراف معیار نمونه است. چون مقدار  sو ی چهارم مرکزی مرتبه گشتاور
4

s

m  برای

دو کمیت محاسبه معیار برجستگی را از تفاوت  ،نزدیک است 3توزیع نرمال به عدد 

کنند. بسته به آنکه این کمیت مثبت و یا منفی باشد به ترتیب برجستگی بیشتر و یا  می

 کمتر از منحنی نرمال خواهند داشت.

 
 ها نسبت به منحنی نرمال . وضعیت کشیدگی یا برجستگی منحنی7-4شکل 

دست  مقدار کشیدگی را به ، مربوط به میزان اکسید سولفور،3- 2 . مطابق مثال2-4مثال 

 آورید.

m ای نسبتاً طولانی، مقدار گشتاور مرکزی چهارم،  با محاسبه. حل /92614724  

 آید. پس دست می به

 
65134555

9261472
/

/

/ K 

ی منحنی نسبت به منحنی نرمال است  تر قرار گرفتن قله منفی حاکی از پاییناین مقدار 

 ای است. لاحظهم منحنی دارای پخی قابل
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 ها و ارزیابی فراوانی خط -  نمودار جعبه 2- 4

کمک معیارهای  شد، نموداری است که به یمعرف 5-3ای که در بخش  نمودار جعبه

اینک با دهد.  میها را به شکلی بسیار گویا و مفید ارائه  ی داده مرکزی، موقعیت مجموعه

عنوان  دهیم که از آن به را ارائه می خط –نمودار جعبه ای،  قدری تغییر در نمودار جعبه

 . استفاده خواهیم کردها  مرکزیت، پراکندگی، و چولگی دادهبرای تفسیر میزان  ابزاری

ها و همچنین توجه ویژه به نقاط پرت،  ی داده مجموعه ،تر برای بررسی دقیق

 یم. کن را تعریف می« مرزهای خارجی بالا و پایین»و « مرزهای داخلی بالا و پایین»

   مرز داخلی بالا 1333 513 QQQIQRQIU  / 

   مرز خارجی بالا 1333 36 QQQIQRQEU  

   مرز داخلی پایین 1311 513 QQQIQRQIL  / 

  مرز خارجی پایین 1311 36 QQQIQRQEL  

کوچکتر باشند مرزهای داخلی بالا و پایین اگر بزرگترین و کوچکترین داده، از 

صورت  در غیر این ،شود مستطیل وصل می ی از این نقاط به میانه آنگاه خط توپری

دهیم.  اتصال میوسط مستطیل به خط منقطع مرزهای داخلی بالا و پایین را به صورت 

ها شروع و به نقاط  از چارک ،نامند می «ویسکر» را که در برخی متون آناین خطوط 

  شوند. ختم می مرزهای داخلی

کوچکتر از مرز خارجی یا )پایین( و  وچکتر( از مرز داخلی بالا)ک ای که بزرگتر داده

)کوچکتر( از مرز  ای که بزرگتر و داده« ی پرت ضعیف داده»)پایین( قرار گیرد را  بالا

در شکل را  آننامند و به ترتیب  می« ی پرت قوی داده»)پایین( قرار گیرد را  خارجی بالا

 دهیم. نمایش می« ●»و « ○»با نماد 

 کنیم: یداری را بدین شرح گزارش میی تفسیر د ، نتیجهخط -  روی نمودار جعبهاز 

ها تقریباً متقارن  : اگر میانه نزدیک وسط مستطیل قرار گیرد، توزیع دادهتقریباً متقارن

 است.
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 )پایین( مستطیل قرار (: در وضعیتی که میانه در قسمت بالایمنفی) چولگی مثبت

 )منفی( دارد. مثبت ها چولگی گیرد، توزیع داده

ها به  )ویسکرها( تقریباً برابر باشند، توزیع داده : اگر خطوط دو طرف مستطیلمتقارن

ییدی دیگر بر و در صورت نامساوی بودن خطوط، تأ حالت متقارن نزدیک است

 ها است. چولگی توزیع داده

ترسیم شود، طور همزمان برای چند جامعه  ای به : اگر نمودار جعبهپراکندگی چندجامعه

 های بزرگتری باشد، پراکندگی بیشتری دارد. ای که دارای طول مستطیل جامعه

شده، به سادگی  : با تعیین نقاط خارج از مرزهای تعریفهای پرت قوی و ضعیف داده

 گونه نقاط را مشخص کرد. توان این می

توزیع را رسم نموده و تفسیر  خط - های زیر، نمودار جعبه برای داده. 3-4مثال 

 فراوانی را انجام دهید. 

4454244484344464147485944454041634 ///////////////// ,,,,,,,,,,,,,,,, 
 نمودار ،خط – ابتدا هفده داده را مرتب و پنج مقدار لازم برای رسم نمودار جعبه. حل

 کنیم. را تعیین می 7- 4

max
////////////////

min
/ ,,,,,,,,,,,,,,,, 1685948474645454444444443434241404

31 QMdQ 
 ند از:ا مقادیر مرزهای داخلی و خارجی عبارت

 مرز داخلی بالا  3534745174 ///// UI 
 مرز خارجی بالا  953474374 //// UE 
 مرز داخلی پایین  7334745134 ///// LI 

 مرز خارجی پایین  123474334 //// LE 
شرح ذیل  به ترتیب در سمت راست و چپ، ، که بههای پرت قوی و ضعیف داده

راست را نشان در سمت بلند  یها، دم شکل توزیع فراوانی این داده اند. قرارگرفته

 4)تمرین  وجود دارد. توزیعخواهد داد. بنابراین، به طور آشکار، چولگی راست در این 

-4) 
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 3- 4 های مثال برای دادهخط  -  نمودار جعبه .6-4 نمودار

 چهارم فصلی  خلاصه

های  اکثر پدیدههای منحنی توزیع فراوانی، متقارن بودن است که در  یکی از ویژگی
شود. چولگی یا عدم تقارن در دو حالت مثبت و منفی ممکن  مورد مطالعه، حاصل نمی

نه و مد سه نوع ضریب ی چولگی، براساس میانگین، میا است پدیدار شود. برای محاسبه
 چولگی داریم:
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گیرد، برجستگی است  دیگری که در منحنی توزیع فراوانی مورد ارزیابی قرار میویژگی 
 گیرد: ر زیر مورد استفاده قرار میی منحنی توزیع فراوانی نرمال، معیا که با مقایسه

34
4 

s

m
K 

های دورافتاده نیز به  تعیین تقارن و شناسایی داده برایخط  -استفاده از نمودار جعبه 

 نوان یک ابزار سودمند مورد بحث قرار گرفت.ع

 تمرین

 :دست آمده است اطلاعات زیر به ،مشاهده 121. برای 1- 4

 دست آورید.  الف. میانگین، میانه، واریانس را به

 های اول و سوم را محاسبه کنید. ب. چارک
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 دست آورید. ج. مقدار چولگی را به

 آورید. دست افزار به با نرم را مجدداً د. محاسبات
f L_U 

5 554544 // _ 

45 564554 // _ 

43 574564 // _ 

11 584574 // _ 

7 594584 // _ 

1 5104594 // _ 

و انحراف استاندارد   رتیب دارای میانگین، میانهباتری خودرو به ت 111. طول عمر 2- 4

 د.کنی اسبهرا محپیرسن . ضریب چولگی استسال  55/1 ، و44/3، 5/3

توضیح دهید که توزیع  خط را رسم کنید.-برای مشاهدات زیر، نمودار جعبه .3- 4

 فراوانی از نظر چولگی، در چه وضعیتی است؟
219852342154231 

 چولگی را به دست آورید. ضرایب  3- 4های مثال  ه. برای داد4- 4

 ای  خودآزمایی چهارگزینه

 است. علت .......... شدن ضریب چولگی نوع دوم پیرسن، به منفی .1- 4

Mdxالف.       .بMox     .جMdx     .دMox  

 هر قدر میزان معیار کشیدگی بزرگ باشد، .......... .2- 4

 الف. پراکندگی کمتر است.

 ب. پراکندگی بیشتر است.

 ج. میانگین بزرگتر است.

 د. میانگین کوچکتر است. 

پیرسن برابر با  ، آنگاه ضریب چولگی نوع دوم16s، و 4Mo  ،5xاگر . 3- 4

 کدام گزینه است؟

الف. 
16
ب.      1

4
ج.    1

4
د.     3

16
3  
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 اگر میانه و میانگین برابر باشند، آنگاه ........... 4- 4

 الف. توزیع متقارن است.

 و مقدار، توزیع متقارن است.صورت صفر بودن این د ب. در

 شود. ج. ضریب چولگی پیرسن مثبت می

 کند. د. تعیین شکل توزیع به مقدار مد بستگی پیدا می

د، باش 4، و انحراف معیار برابر با 25ی چهارم برابر  اگر گشتاور مرکزی مرتبه. 5- 4

 آنگاه مقدار معیار کشیدگی کدام گزینه است؟

  117/1د.    -117/1ج.    -3ب.     -1/2الف. 

 شود؟ خط از کدام گزینه استفاده نمی-در نمودار جعبه. 5- 4

 چارک سومد.    چارک اولج.    میانهب.    میانگینالف. 

 



 

 

 پنجم فصل
 

 

 شمارش های اساسی روش

 

 

 هدف کلی

و کاربرد آنها در تعیین ها  هایی برای شمارش تعداد عناصر مجموعه آشنایی با روش  
 ای  ضرایب جملات در بسط دوجمله

 های یادگیری هدف
 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:

 را توضیح دهد. «ل ضرباص»و « اصل جمع» یعنی دو اصل مهم از اصول شمارش -
 مفهوم جایگشت را شرح دهد. -
 کار گیرد.  ها به ی تعداد جایگشت محاسبه برایرا  فاکتوریل را محاسبه کند و آن -
 را اثبات کند. ی آن مفهوم ترتیب را بیان نماید و فرمول محاسبه -
 تعداد جایگشت دوری را محاسبه کند. -
 را اثبات کند. ی آن و فرمول محاسبه هیب با ترتیب را بیان کردتفاوت ترک -
 ی تعداد ترکیب را شرح دهد. تعمیم و کاربرد فرمول محاسبه -
 دست آورد. ای به به کمک اصول شمارش، ضرایب را در بسط دوجمله -
 ی فرمول ترکیب به ازای مقادیر صحیح منفی را انجام دهد. محاسبه -
 ای را اثبات کند. ایب دوجملههای ترکیب و ضر های مربوط به فرمول برابری -

 



 مقدمه
 انسان که است دار پایان ی مجموعه یک اعضای تعداد شمارش محاسبه، نوع ترین ساده

 کرده توجه آن به بار اولین برای ،یا اشیای دیگر دست انگشتان طریق از طبیعی طور به
 نتوانیم که طوری باشد، به پرعضو خیلی دار پایان ی همجموع این اگر حال این است. با

 ی هعهد از بلکه انسانی  عهده از تنها نه شمارش دهیم، عمل نشان را آن اعضای یک یک
ها که در فصل بعدی خواهیم دید،  ی احتمال محاسبه درنیست.  ساخته هم کامپیوتر

. داریم تمامی حالات،به نوشتن  نیاز، بدون به شمارش حالات ممکن مختلفنیاز  اغلب
 کار دشواری از که کرد ابداع هایی فرمول توان می ریاضی ی هاندیش کمک به انهبختخوش

 بنا شمارش اصول نام به بدیهی یلواص بر ها فرمول این پیداکردن بکاهد. فن شمارش
 است. شده

 اصول شمارش 1- 5
 عملل  کنید فرض است. انتخاب روش یا ،ینداشیوه، فر نوع هر نمایشگر« عمل» اینجا در
A 1 را بهn هلای  نلام  بله  طریق ،،،...nx x x

1 2  هلای  نلام  بلا  راه 2n بله  را B عملل  و 1
،،،...ny y y

2 2  داد. انجام بتوان 1
 عملل  باشد، آنگلاه  B یا A کار امانج به منوط L عمل انجام . اگراول شمارش اصل

L 21 توان به می را nn  های نام به راه ،،،...nx x x
1 2 1 ،،،،...ny y y

2 2  داد. انجام 1
 .است« یا» روی بر تکیه آن در گویند و می« جمع اصل» را اصل این

 سله  ( ازA )عملل  تاکسلی  (، باL )عمل منزل به دانشکده مسیر کنید فرض .1-5 مثال
 تاکسلی  با طریق پنج باشد. بنابراین به داشته امکان راه دو ( ازB)عمل  اتوبوس با یا راه
 رفت. منزل به دانشکده از توان می اتوبوس با یا

 طوری به ،باشد پذیر انجام متوالی مرحله دو طی L عمل انجام . اگردوم شمارش اصل
 صورت راه 2n ( بهB )عمل دوم ی مرحله راه و 1n ( بهA)عمل  اول ی همرحل در که

21 به مزبور عمل گیرد، آنگاه nn گیرد. می انجام راه 



),( مرتب قضیه، زوج این توجیه برای ii yx وقتی که کنیم می تعریف برآمدی را 
 این دهد. در می رخ ،شود منتج iy امکان به دوم مرحله و ix امکان به اول ی مرحله

21 از ممکن، مرکب برآمدهای تمام ی هصورت، مجموع nn است: زیر زوج 
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 .است «و» روی بر تکیه آن در و گویند می« اصل ضرب» را اصل این
 پارک تا دانشکده از تاکسی ( باL )عمل منزل به دانشکده از کنید فرض .2-5مثال 
 امکان راه دو ( ازB منزل)عمل تا شهر پارک از اتوبوس با و راه سه ( ازA )عمل شهر

 منزل به دانشکده از توان می اتوبوس با و تاکسی با طریق شش به این باشد. بنابر داشته
 رفت.
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 انتخاب را عمل k از یکی بتوانیم عملی انجام در . اگرشمارش اول اصل تعمیم
 انجام راه 2n به دوم شود، عمل انجام راه 1n به بتواند اول عمل که طوری به ،کنیم

knnn به عمل آخر، کل الی شود، و  21 گیرد. می انجام راه 

 طوری باشد، به متوالی ی مرحله k از مرکب عملی . اگردوم شمارش اصل تعمیم
 دوم ی ها، مرحله راه این از یک هر برای شود، و انجام راه 1n به بتواند اول ی مرحله که

نخستین،  ی مرحله دو این های راه از هریک برای گیرد، و صورت راه 2n به بتواند
knnn به عمل کل آخر، آنگاه الی گیرد و انجام راه 3n به بتواند سوم ی مرحله 21 

 پذیرد. می صورت راه



تلویزیونی، سه موج  ی شبکه برای دریافت اخبار رویدادهای محلی، پنج. 3-5مثال 
توان  کاغذی وجود دارد. در کل می ی ی الکترونیکی و دو روزنامه رادیویی، شش مجله
   5 3 6 2  راه اخبار محلی را دریافت کرد. 16

 نوشابه، چند نوع 4 و دسر نوع 5ساندویچ،  نوع 3 مختلف، سوپ 4 میان از. 4-5مثال 
 توان است می نوشابه یک و دسر ساندویچ، یک سوپ، یک یک شامل که مختلف ناهار

 کرد؟ انتخاب
 بنابر تعمیم اصل دوم شمارش جواب. حل

2404534  
 است.

 جایگشت 2- 5
 متمایز شیء n کنید نامیم. فرض می« جایگشت»یک را  متمایز یاشیا از آرایش هر

 دهیم. آرایش مختلف های صورت به را اشیاء این توانیم می ،باشیم داشته

 دارد؟ وجود c، و a ،b حرف سه از جایگشت . چند5- 5مثال 

 از:  اند عبارت ممکن های . آرایشحل

cba cab bca bac acb abc 
 کردن فهرست بدون توانستیم تاست. می 6متمایز،  های جایگشت تعداد بنابراین

 مکان یم: دریبگو کنیم و استفاده« شمارش دوم اصل تعمیم» مختلف، از های جایگشت
 وجود حرف یک گزینش انتخاب برای سه )راست( چپ سمت حرف جایگاه برای اول

 سوم مکان برای حرف یک فقط .است موجود دوم مکان برای انتخاب دو سپس دارد، و
6123 ها جایگشت کل تعداد ماند، لذا می باقی  .است 
 را متمایز شیء n که یابیم رفت، درمی کار به 5- 5 که در مثال استدلالی تعمیم با
12321به  توان می  )()( nnn را ضرب حاصل داد. این آرایش راه 
 :دهیم. پس می نمایش ،شود یم خوانده« فاکتوریل n» که n! نماد با

11 ! 
122 ! 



1233 ! 

 
121  )(! nnn 

10 تعریف بنابر !. 

 است. n! برابر متمایز شیء n متمایز های جایگشت . تعداد1-5 ی قضیه

605 با برابر ،گیرند می قرار صف یک در نفر پنج که هایی حالت . تعداد6-5مثال  ! 
 است.

 ترتیب 3- 5
nr)با شرط  را برگزیده، تاr متمایز، شیء n از هرگاه 1)جایگشت ، و یک 

 های جایگشت تعداد .است متمایز شیء n از تاییr ترتیب یک ،حاصلدهیم،  تشکیل
rاز تایی n جایگشت یک ساختن برای کنیم: می یداپ طریق بدین را متمایز شیء 
rاز تایی n باید ،متمایز شیء rاین از تا n ازمثلاً  ،کرده انتخاب یک به یک را ءشی 

 عمل r پیاپی انجام با معادل کار این دهیم. قرار هم پهلوی ،راست به چپ

121 A،A،،A،A rr ... ترتیب،  بهn،n،،rn،rn 121   طریق 
 متمایز شیء n از تاییrهای جایگشت تعداد شمارش، دوم اصل تعمیم . بنابراست

 شود: می

).()()( 121  rnrnnn  
های  تعداد جایگشت ترتیب، تعریف به دهند. بنا می نشان rn با را ضرب حاصل این

10 ، یعنیدهیم می قرار متمایز را برابر یک شیء nصفرتایی از  n. 

nr برای متمایز شیء n از تاییr های ترتیب . تعداد2-5 ی قضیه ,,,, 210 
 از  است عبارت
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nr برای ,,, 21داریم ،: 
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)()( فرمول 11  rnnnrn  0 برای توان نمی راr کار برد، اما فرمول به 
 کار برد: به توان می را زیر
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رئیس،  رئیس، نایب انتخاب باشگاه، برای یک عضو 44 نام فهرست از. 7-5مثال 
 انجام توان می را کار این مختلف راه چند شود. به می نام استخراج 4منشی  دار، و خزانه
 داد؟
  :است با برابر شوند می اختیار 4 به 4 که متمایز شیء 44 های جایگشت . تعدادحل

.,
!

! 02425521222324
20
24

424 P 

پذیر است.  های مشخص امکان شمارش ویژگیی  محاسبه، «آر»افزار  نرمبه کمک 
برای مثال در یک سری داده، تعداد مشاهداتی که کوچکتر، بزرگتر، و یا بین دو عدد 

د، از اعدا دادن یک آرایش تصادفی به تقرار دارند قابل تعیین است. همچنین نسب
آید. توضیحات بیشتر در این خصوص در فصل  افزار به شمار می های این نرم توانمندی

 هفتم آورده شده است.

 جایگشت دوری 4- 5
 خوانده دوری های جایگشت ،اند شده مرتب ای دایره رویکه  ءاشیا های جایگشت

 دو ،باشند تهداش یکسانی بعد و قبل آرایش، اشیای دو در متناظر ءاشیا شوند. اگر می
 اگر مثال آوریم(. برای می حساب بار به آنها را یک )و کنیم نمی تلقی مختلف را آرایش
 منتقل خودچپ  سمت صندلی به کس هر وقتی ،باشند نشسته گرد میزی دور نفر چهار

 مکان در دلخواه به را شخصی اگر آید. بنابراین نمی وجود به مختلف شود، جایگشتی
 تعداد حاصل که بنشانیم توانیم می مرحله سه طی را دیگر نفر یم، سهبگیر درنظر ثابتی
 است. دوری جایگشت مرحله، شش سه این



 بیلان  3- 5 ی هقضلی  در کله  را ای شلد، نتیجله   ارائه مثال این در که استدلالی تعمیم با
 آوریم. می دست به است شده

 اند شده مرتب دایره یک روی که متمایز شیء n های جایگشت تعداد. 3-5 ی قضیه
)(! است با برابر 1n. 

 کرد؟ نصب میدان یک دور را تبلیغاتی آگهی پنجتوان  می طریق چند . به8-5مثال 

24415پاسخ  ،های دوری براساس تعداد جایگشت. حل   است. )(!!

 ترکیب 5- 5
 انتخاب را شیء r فقط شیء n این از بخواهیم و باشیم داشته متمایز شیء n اگر

 توانیم می مختلف های صورت به مسلماً ،نباشد مهم شیء r ترتیب که طوری کنیم به
شیء  n از تاییrترکیب یک را ها صورت این از یک برگزینیم. هر را شیء rاین
 نامیم. می

 تعلداد  بنلابراین  اسلت.  تاییrترکیب یک شیء، تنها r از تاییr های ترکیب تعداد

 با را آن که معمولاً متمایز ءشی nتایی ازrهای ترکیب
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rn یلا   C  دهنلد  ملی  نشلان، 

 :با شود می برابر
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n    rبرای متمایز شیء n شیء از rهای ترکیب . تعداد4-5 ی قضیه ....,,,, 210 
 :از است عبارت
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 شوند؟ می ظاهر خط 4 شیر و 4طریق  چند به سکه یک پرتاب 6 . در9-5مثال 

 وجود ،شود می ظاهر شیر آن در که پرتاب 4 مختلف راه چند در گفت توان . میحل
 دارد:
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  مختلف، یعنی های حالت شمارش با تر پرزحمت ییندافر با توانستیم می را هنتیج این

,..., HTHTTTHHTTTT 
 آوریم. دست به است خط نمایش T و شیر نمایش Hآن در که

 م. بهدهی تشکیل را نفره 3 شورای یک نفری 42 گروه یک از خواهیم می .11-5مثال 
 است؟ پذیر امکان کار این مختلف طریق چند
  :با است برابر ممکن حالت . تعدادحل
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 ی شوند که فقط جعبه جعبه طوری توزیع می nگوی در  nبه چند طریق  .11-5مثال 
 شماره یک خالی باشد؟ 

طریقی  جعبه به 1nگوی در  nیعنی  ؛شماره یک خالی باشد ی . فقط جعبهحل
جعبه باید  1nای خالی نباشند. بنابراین دقیقاً یکی از  توزیع شوند که هیچ جعبه

. فرض دندارای یک گوی باش باید دقیقاًدیگر  ی جعبه 2nدارای دو گوی باشد و 
njام، jی  کنید جعبه ,...,2  دارای دو گوی است. پس برای انتخاب دو گوی داخل

ام، jی  جعبه
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

2
n

)!(گوی مانده به  2nراه و   2n 2توانند در  راه میn 

ها برابر  جعبه، تعداد راه 1nبا  گیرند. در نتیجه ی دیگر قرار جعبه
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n
n شود. می  

)بهبودیان، شوند.  بیان می «جعبه و مهره» های قواعد شمارش با مدل منابع،در اغلب 
مهره پر کنیم. بر  rمتمایز را بخواهیم با تعداد  ی جعبه nداد فرض کنید تع( 0332

مکرر  ی ها متمایز یا غیرمتمایز باشند و در هر جعبه گذاشتن مهره حسب اینکه مهره
 داریم. (0- 5)جدول  مجاز یا غیر مجاز باشد، چهار مدل



 هار مدل جعبه و مهرهقواعد شمارش در چ .1-5جدول 

 تعداد حالات شرح حالت

 rn مکرر مجاز ی ها متمایز و مهره مهره -0

nrمکرر غیرمجاز  ی مهرهها متمایز و  مهره -4  
)!(

!
!

rn

n
r

r

n










 

nrمکرر غیرمجاز  ی مهرهها غیرمتمایز و  مهره -3  
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 مکرر مجاز ی مهرهها غیرمتمایز و  مهره -4
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 ی . معادله12-5مثال 

, , , { , , , , , }x y z x y z   5 01 2 3 4 5 
 چند جواب دارد؟

غیرمتمایز را در سه ظرف توزیع کنیم به  ی پنج مهره بخواهیم . مانند آن است کهحل
هایی  . در زیر وضعیت ظرفشته باشیمها ندا ظرفیت ظرف طوری که هیچ محدودیتی بر
دهد، ارائه شده  ها را نشان می ه مرز بین ظرفهایی ک چین که جایگاه سه مجهول و خط

 است:
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این متمایز است. بنابری غیر های دو خط و پنج مهره ها، آرایش در واقع این جایگشت

nبه ازای  0-5از جدول  4له با قراردادن در فرمول بند تعداد جواب این معاد   و 3

r   :برابر است با 5
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 تعمیم ترکیب  6- 5
 به را شیء n از ای مجموعه که است تعبیر این دارای شیء n از تاییr ترکیب یک
rn و شیء r ی هزیرمجموع دو  های ترکیب تعداد کنیم. پس می افراز شیء rتایی 
 دو به را شیء n ی همجموع یک توان می که هایی راه تعداد یعنی شیء n از

rn و شیء r ی هزیرمجموع  دهیم.  می تعمیم را تعبیر این کرد. حال افراز شیء
 k به توانیم می چند راه به را شیء n ی همجموع یک که کنیم تعیین خواهیم می

 وجود شیء kn امیk در شیء، ...، و 2n دومی شیء، در 1n اولی در که زیرمجموعه
 کنیم. افراز ،دارد

 نوع از آنها تای2nاول،  نوع از آنها تای1n که شیء n های ترکیب . تعداد5-5 ی قضیه
nnnn ام است وk نوع از آنها تایknدوم، ...،  k  21با است ، برابر: 
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 5آن  اول ردیف در که کلاسی در را جودانش 42 توان می طریق چند . به13-5مثال 
 ؟نشانددارد،  صندلی 3آن  سوم ردیف در صندلی، و 6آن  دوم ردیف در صندلی،

 6نفری،  5 های زیرمجموعه به توان می راه چند به را نفری 42 ای مجموعه واقع . درحل
 کرد: افراز نفری 3 نفری و
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 ضریب در عامل اولین ثابت ی هجمل ضرب از که است هایی ضرب حاصل مجموع
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 پنجم فصل ی خلاصه
بیان شد. با « اصل ضرب»و « اصل جمع» یعنی در این فصل ابتدا دو اصل مهم شمارش

شیء متمایز، برابر  nهای  توجه به مفهوم جایگشت، نشان داده شد که تعداد جایگشت
اند از:  به ترتیب عبارت nشیء از  rهای  ها و ترکیب تعداد ترتیب است. n!با 
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 تمرین
,عناصر  با مجموعه یک A اگر .1- 5 , nx x

عناصر  با دیگر ای مجموعه Bو  11
, , ny y

 Lانجام گیرد آنگاه عمل  Bیا از  Aیک عضو از با  Lعملو د، نباش 21
 است؟ B و Aی  همتای کدام عمل روی دو مجموعه

 دارد؟ هستند، وجود 7یا  4مضرب  که رقمی یک عدد . چند2- 5

, عناصر با مجموعه یک A . اگر3- 5 , nx x
 عناصر با دیگر ای مجموعه Bو 11

, , ny y
 Bو یک عضو از  Aمنوط به برقراری یک عضو از  L عملو باشد،  21

 است؟ Bو Aی  مجموعه دو روی عمل کدام ایهمت Lتعریف شود، آنگاه عمل 
 جوراب جفت چهار با یکی ازرا  کفش جفت سهتوانید یکی از  می طریق چند . به4- 5

 بپوشید؟
 4 اول، سال دانشجوی نفر 3 از متشکل دانشگاه یک دانشجویی شورای . اعضای5- 5

 چهارم سال دانشجوی نفر 4 سوم و سال دانشجوی نفر 5 دوم، سال دانشجوی نفر
 در مختلف های سال دانشجویانرا که  نفری 4 فرعی شورای یک بخواهیم اگر هستند.

 کرد؟ انتخاب توان می فرعی شورای کنیم، چند انتخاب شورا این از هستند آن
 الفبای روفح از آن اولعلامت  3 کهبا هفت علامت  اتومبیل ی نمره پلاک . چند6- 5

 کرد؟ تهیه توان می ،است شده تا نه تشکیل اعداد صفر از آن علامت آخر 4 لاتین و



 مقادیر فقط بتواند تابع هر ، اگرکرد تعریف نقطه n روی توان می را تابع . چند7- 5
 اختیار کند؟ صفر و یک را

921. با ارقام 8- 5 ,,,  توانید  می ،رقمی که در آن ارقام تکراری نباشند نه چند عدد
 بسازید؟

است.  دختر دانشجوی 4و  دانشجوی پسر 6دارای  احتمال ی نظریه کلاس . یک9- 5
 دو هیچ اینکه فرض شوند. با می مرتب آنها امتحان، نمرات یک برگزاری از پس

 نکنند،  کسب یکسان ی نمره دانشجویی
 دارد؟ وجود نمرات کردن مرتب برای ممکن حالت چند .الف
 طور جداگانه به خودشان بین دختر دانشجویان و دانشجویان پسر کردن مرتب اگر .ب

 دارد؟ وجود ممکن حالت چند صورت این گیرد، در انجام
 02 دهد. از قرار خود کتابخانهی  قفسه در خواهد می و دارد کتاب 02. شخصی 11- 5

. است زبان کتاب یک تاریخ و کتاب 4 شیمی، بکتا 3 ریاضی، کتاب 4 کتاب، تعداد
 چند گیرند، آنگاه قرار هم کنار یکسان موضوع با هایی کتاب بخواهد شخص این اگر

 دارد؟ وجود ها کتاب قراردادن برای ممکن ترتیب
 نفر 4تهرانی،  نفر 3شیرازی،  نفر 4بازیکن،  02 از شطرنج ی مسابقهیک  . در11- 5

کردن شهر  مرتب براساس مسابقه ی نتیجه هستند. اگر دیمشه نفر یک اصفهانی، و
 دارد؟  وجود ممکن نتیجه اعلام شود، چند ها بازیکن

 خط یک در پرچم 3ن قرارگرفت شامل کدام هر کهرا  مختلف علامت . چند12- 5
؟ کرد تهیه آبی پرچم 4قرمز،  پرچم 3سفید،  پرچم 4 ی هوسیل به توان می است
 هستند. نیکسا رنگ هم های پرچم

 گردهمایی سه برای تواند می طریق به چند ریاضی انجمن محلی ی هشعب . یک13- 5
 از هر یک سخنران برای پنجهر  که کند، به شرطی تعیین را سخنران مختلف، سه

 باشند؟ سخنرانی به انجام ممکن، حاضر های تاریخ
 دارد؟  وجود اند نشسته گرد میز دور یک که نفر 4 از دوری جایگشت . چند14- 5

تایی دو شیء کاملاً مشابه یکدیگر بودند، چند جایگشت  . اگر در یک گروه شش15- 5
 دوری خواهیم داشت؟



 متشکل عضوی 5مختلف  شورای مرد، چند 7و  زن 5از  متشکل گروه یک . از16- 5
 داشته خصومت یکدیگر با مردها از نفر 4؟ اگر کرد انتخاب توان می مرد 3زن و  4از 

 انتخاب توان می را شورا چند شوند، آنگاه انتخاب شورا در هم با نخواهند ود باشن
 نمود؟

 توان، با می طریق به چند است ای دوگزینه السؤ 02شامل  که آزمون یک . در17- 5
 داد؟ صحیح پاسخ 4 تصادفی انتخاب

 ترتیب به که مجموعه زیر 3 به توان می راه چند به را شیء چهار از ای . مجموعه18- 5
 کرد؟ افراز شیء باشد یک و دو، یک، شامل

 دهید نشان y و x جای مناسب به مقادیربا قراردادن ، 6- 5 ی قضیه فرمول . در19- 5
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 ای چهارگزینه خودآزمایی
543210با اعداد . 1- 5 نحوی  توان ساخت به رقمی می ، سه5چند عدد مضرب  ,,,,,

 که ارقامش تکراری نباشد؟
 06د.       42ج.      42ب.      36الف. 

است. پس از دانشجوی دختر  4دانشجوی پسر و  6یک کلاس احتمال دارای . 2- 5
کردن نمرات دانشجویان  شوند. اگر مرتب برگزاری یک امتحان نمرات آنها مرتب می



طور جداگانه انجام گیرد، در این صورت چند  پسر و دانشجویان دختر بین خودشان به
 حالت ممکن وجود دارد؟
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 احتمال

 

 

 هدف کلی

شانسی یا  هم  ا تحت مدلی احتمال پیشامده یادگیری اصول موضوع احتمال و محاسبه
 مدل همگن

 های یادگیری هدف
 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:

 د.کنتعریف یک آزمایش تصادفی را بیان  -
 وم برآمد را شرح دهد.ای و پیشامد، و مفه مفاهیم و انواع فضای نمونه -
 سه اصل موضوع احتمال را بیان نماید. -
 ای با تعداد عناصر متناهی را شرح دهد. شانسی برای فضای نمونه مدل هم -
 قضایای حاصله از سه اصول موضوع احتمال را اثبات نماید. -
 ی اجتماع و اشتراک پیشامدها را انجام دهد. محاسبه -
 را اثبات کند.  های آن ان نماید و ویژگیتعریف احتمال شرطی را بی -
 تعریف پیشامدهای مستقل را بیان نماید و برای آن مثال بیاورید.  -
 را حل کند. ی بیز را اثبات و مسائل آن قضیه -
ی احتمرال پیشرامدها    ای، از نمودار درختی بررای محاسربه   های چندمرحله در آزمایش -

 استفاده کند.



 مقدمه
 دادیرو کیدر مورد وقوع  تیعدم قطع ی درجه ی ازمقدار عدد کیبیانی با احتمال 

کند و به ما اجازه  ی احتمال چارچوب تحلیلی برای علم آمار ایجاد می نظریه است.
شده را تعیین  سازی ها مقادیر مورد انتظار کمی دهد با استنتاج روی ترکیب نمونه می

گردد؛ وقتی که  قبل برمیال بیش از هشتاد سقدمت تئوری احتمال جدید به  کنیم.
از نظر ند. نبرخی مسائل مرتبط با افزایش درآمد را حل ک ندخواست میدانان  ریاضی

توسط  میلادی شانزدهم قرن در پیشامد احتمال ی محاسبه بار اولینتاریخی، 
احتمال  توانستند دو شد. این ( شروع1716-1162) 2( و گالیله1751-1751)1کاردانو
 این کنند. در محاسبه عددی صورت به را تاس پرتاب مختلف حالات از هایی ترکیب
 در برد احتمال شدند ( موفق1151-1117) 6( و فرما1123-1112) 3پاسکال ارتباط
 پایه و طور اصولی، اساس به کنند. اما محاسبه را تاس با قمار به مربوط معینی های بازی

( 1753-1751)7کلموگروف توسط احتمال تعریف اصولی از پس علم این پیشرفت
 شد. آغاز بیستم قرن روسی مشهور ریاضیدان

شامل پیشامد،  احتمال مقدماتی مفاهیم اختصار به شود می سعی فصل این در
چگونگی تخصیص احتمال به آنها، روابط پیشامدها، قواعدی از احتمال، احتمال 

  .شود هایی ارائه می مثال و هشدی بیز بیان  شرطی، و قضیه

 تصادفی آزمایش 1- 6
 با گروه دو به ها آزمایش هستند. حیاتی ارهایزاب ها آزمایش علوم، های شاخه بیشتر در

 های آزمایش با احتمال و آمار در شوند. می تقسیم تصادفی ی نتیجه و قطعی ی هنتیج
 کنیم بینی پیش کامل یقین با را نتایج توانیم نمی انجام از قبل که داریم سروکار تصادفی

بینی  نتایجی که بعد از انجام آن عمل ممکن است رخ دهد، قابل پیش ی لی کلیهو

____________________________________________________________________ 
1

Girolamo Cardano 
2

Galileo Galilei 
3

Blaise Pascal 
4

Pierre Fermat 
5

A. N. Kolmogorov 



 .هستند
 هرای  پریچ  تعرداد  تروانیم  نمری  ،اند شده ساخته ماشینی با که همانند پیچ 15555 در بین -

 م.کنی معین دقیقاً قبل از را معیوب یا سالم
 ظاهر 1 تا 1 ارقام از یک کدام همگن تاس پرتاب درتوانیم بگوییم  نمی اطمینان با -

 شوند. می
ی  نتیجه توان نمی است، 15 تا 1 های شماره به همانند ی همهر 15 محتوی که ظرفیدر  -

 کرد. مشخص قبل از را مهره انتخاب
 مشترک های ویژگی دارای کردیم، صحبت آنها ی درباره بالا در که هایی آزمایش

 این به و دانیم نمی را ممکن دهایبرآم تمام قبل از آزمایش، هر برای هستند. خاصی
 با اما نیست. انگیز شگفت ای داده رخ برآمد هیچ آزمایش، هر انجام از بعد که است خاطر
 عبارت به یا بود خواهد چه معین برآمد که دانیم نمی آزمایش انجام حین در ،این وجود
 براین، علاوه د.دار وجود نتیجه ی درباره اطمینان عدم یک آزمایش انجام زمان در دیگر

 آزمایش یک شرح ها ویژگی این شود. تکرار یکسان، یشرایط در تواند می آزمایش
 هستند. آماری( )یا تصادفی

 :آن در که است آزمایشی تصادفی آزمایش یک .1-6 تعریف
 ،هستند مشخص قبل از آزمایش ممکن برآمدهای تمام الف.
  نیست، قطعی قبل از که شود می ای نتیجه به منتج آزمایش، انجام بار هر ب.
 شود. تکرار یکسان یشرایط در تواند می آزمایش ج.

 ینرد افر هرر  بره  و اسرت  تصرادفی  آزمرایش  همران  آزمایش، از ما مراد دبع به این از
 گوییم. می آزمایش شمارش، یا گیری اندازه یا مشاهده

 ای و برآمد فضای نمونه 2- 6
 شروند.  مری  نامیرده  آزمدایش  برآمددهای  ،آینرد  مری  دسرت  به آزمایش یک از که نتایجی

 را آن معمرولاً  و خوانند می ای نمونه فضای را آزمایش ممکن برآمدهای تمام ی همجموع

 ای نمونده  فضای عنصر یک را برآمد هر ای، نمونه فضای در دهند. می نشان S حرف با

 از متنراهی  تعرداد  دارای ای نمونره  فضرای  اگرر  نامنرد.  مری  ای نمونه ی هنقط یک صرفاً یا



 کرد. فهرست ،ها مجموعه رایج در هاینماد با را عناصر این توان می باشد، عناصر

 صورت به توان می را سکه یک پرتاب ممکن برآمدهای برای ای نمونه فضای .1-6 مثال
},{ THS  ،آن در که نوشت H و T دهند. می را خط و شیر نمایش ترتیب به 

 یا شمارا نامتناهی متناهی، است ممکن ،S یعنی برآمدها، از حاصل ی همجموع
 باشد. نامتناهی

 یرک  و سکه یک پرتاب آزمایش از ای نمونه فضایای متناهی(  )فضای نمونه .2-6 مثال
 :از است عبارت تاس

}.),(,...,),(,),(,),({ THTHS 6211 

 است. متناهی ای نمونه فضای یک پس ،دارد عضو 12 مجموعه این

 برای تا کنیم می پرتاب قدر آن را ای سکهای نامتناهی شمارا(  )فضای نمونه .3-6 مثال
 عنصر متناهی یتعداد دارای آزمایش این ای نمونه فضای .شود مشاهده شیر بار اولین

 نیست.

,...}.,,{ TTHTHHS  

 با توان می را آن اعضای که شمارا نامتناهی ای نمونه فضای یک 3- 1 مثال
 نمود. متناظر طبیعی اعداد ی مجموعه

ی آمار و  که دانشجویان رشتهی زمان مدتای نامتناهی(  )فضای نمونه .4-6 مثال
],[ ی هباز تواند میکنند،  شان استفاده می از گوشی همراه روز یک طول درکاربردها،  240 
],[ بنابراین باشد. ساعت برحسب 240S است. نامتناهی ای نمونه فضای یک 

ی  شود. اگر مجموعه بندی می ای به دو حالت گسسته و پیوسته، تقسیم فضای نمونه
پذیر( باشد، فضای  برآمدهای ممکنه از آزمایش، شمارا )متناهی یا نامتناهی شمارش

ای از اعداد حقیقی، و یا  زیرفاصله گویند. در حالتی دیگر، اگر را گسسته می ای نمونه



، و 2- 1 ،1- 1های  مثال. شود پیوسته می ، ای فضای نمونهناپذیر باشد،  نامتناهی شمارش
 ای پیوسته هستند. فضای نمونه 6- 1ای گسسته و مثال  فضای نمونه 3- 1

  پیشامد 3- 6
 حررروف بررا را آن معمررولاً وای اسررت  ز فضررای نمونررهای ا زیرمجموعرره پیشددامدیررک 

ABC ، گروییم  باشرد  Aعضروی از   تصرادفی  دهیم. هرگاه برآمد آزمایش نشان می ... ، ، ،
 .داده است رخ Aپیشامد 

},,,,,{ تراس،  یک پرتاب در .5-6 مثال 654321S،  پیشرامد A  از اسرت  عبرارت 
 است. 7 و ،3 ،1 عناصر دارای A بنابراین .فرد عددی ی مشاهده

.},,{ S A  531 
 پرتاب ی هنتیج که B پیشامد .شود می A دادن رخ به منجر 7 یا 3 یا 1 مانند برآمدی هر

},{به صورت  است 3 بر پذیر بخش عددی تاس 63B است. 

 سمت به تیری تصادف اثر بر اگر .است دایره صورت به ساعتی ی صفحه .6-6 مثال
 را 12:17 ساعت که عقربه دو بین ی ناحیه به تیر اصابت ،شود پرتاب ساعت ی صفحه
  شود. می محسوب پیشامد یک کند می تعیین

 کمتر کبریت قوطی یک های نخ تعداد آنکه پیشامد کبریت های بسته میان در .7-6 المث
 باشد. 35 از

 نامند. می ساده پیشامد را ، آنباشد داشته عنصر یک تنها A پیشامد اگر

  است. ساده پیشامد یک 1 عدد آمدن تاس، یک پرتاب در .8-6 مثال

}.{6A 

 را آن باشد، تهیای است،  ای از فضای نمونه که زیرمجموعه A ی مجموعه اگر
 پیشامد را آن باشد S برابر A اگر و دهند می نشان  با ونامند  می محال پیشامد
 نامند. می حتمی



 پیشامد و محال پیشامد یک 7/2 عدد ی مشاهده تاس، یک پرتاب در .9-6 مثال
 است. حتمی پیشامد یک 5 از کوچکتر طبیعی ظاهرشدن یک عدد

 و است B زیرپیشامد A گویند می باشد، نیز B در ،است A در که عضو هر اگر
 .BA نویسند می

 بگیرید. نظر در هستند حرکت حال در راه بزرگ یک در که را خودروهایی .11-6 مثال
 است. B زیرپیشامد A که کنید می ملاحظه

 A} ساعت بر کیلومتر 15 حداقل آنها سرعت که خودروهایی{
 B} ساعت بر کیلومتر 65 حداقل آنها سرعت که خودروهایی{

 پیشامدهای B و A گویند می ،باشد A زیرپیشامد B و B زیرپیشامد A اگر
 .BA نویسند می و ندبرابر

 آمار ی رشته تخصصی های کتاب به ایی قفسه دوم ی طبقه در ای کتابخانه در .11-6 مثال
 معادلند: زیر پیشامد دو اند. داده اختصاص

 A} قفسه دوم طبقه کتب ,{
 B} آمار ی رشته تخصصی کتب .{

 با را آن و شود می تشکیل هردو یا B یا A عنصرهای تمام از ،پیشامددو  اجتماع
BA پیشامد و داده نشان «A» یا «B» که دهد می رخ موقعی پیشامد این نامند. می 

 دهند. رخ B و A پیشامد دو از یکی لااقل
 پرتاب دو مجموع پیشامد A اگر تاس، دو پرتاب از تصادفی آزمایش در .12-6 مثال
  هفت، عدد

)},(),,(),,(),,(),,(),,({ 162534435261A 
  باشد، سه وجه ها تاس از یکی ی نتیجه پیشامد B و

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,({ 3635343231635343332313B 
 از: است عبارت دو این اجتماع پیشامد

)}.,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(   

),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,({

36353432316353
4333231316255261BA

 



 را آن و شود می تشکیل B در و A در که ساده مدهایپیشا تمام از پیشامد اشتراک
 که دهد می رخ موقعی پیشامد این نامند. می «B» و «A» پیشامد و داده نشان BA با

A و B دهند. رخ هم با دو هر 

 د:شو می ملاحظه ،12- 1 مثال در .13-6 مثال

)}.,(),,{( 3443BA 
 پیشامد دو را B و A آنگاه BA و باشند S از پیشامد دو Bو A اگر

 و است محال هم با پیشامد دو هر دادن رخ تحال این در نامند. می ناسازگار یا «جدا»
 ناسازگارند. B و A گویند می معمولاً

 .ارندناسازگ همگی زیر پیشامدهای ،سکه سه پرتاب در .14-6 مثال
}.,,{  };,,{  };,{ THTHTTTTTCTTHTHHHTHBHHTHHHA  

 دارید؟( پیشامد سه این برای شرحی )آیا

 تشکیل نباشند B در ولی بوده A در که عناصر تمام از B پیشامد از A تفاضل
 نامند. می)یا تفاضل نسبی(  «BنهA» پیشامد و داده نشان BA با را آن و شود، می
 باشد BA اگر BA و AB  زیرا نامند می واقعی تفاضل یک را B تمام A 
 دربردارد. را

 و شود مشاهده شش عدد دوم بار در آنکه پیشامد A تاس، دو پرتاب در .15-6 مثال
B آنگاه شود مشاهده شش عدد اول بار در آنکه پیشامد: 

)},,(),,(),,(),,(),,{( 6564636261BA 
 شود. می ظاهر شش عدد دوم بار در فقط که است آن پیشامد ،BA دیگر عبارت به

Aتذکر: توجه کنید که در حالت کلی،  B B A   یعنی تفاضل نسبی ویژگی ،
 .تقارن ندارد
AS یعنی نمونه، فضای از A پیشامد تفاضل  پیشامد  متمم راA و گویند می 

 :است واضح نامند. می «Aنه » پیشامد و داده نشان A با را آن

. AASAA  ,                 



 یکدیگرند: متمم سکه، یک بار n پرتاب در زیر پیشامد دو .16-6 مثال
A: شود، مشاهده شیر ها پرتاب از یکی در حداقل آنکه پیشامد 
B: باشد. خط ها پرتاب تمامی ی نتیجه آنکه پیشامد 

 ،B از عضوی یا ،A از عضوی یا آن عناصر B و A پیشامد دو متقارن تفاضل
 یا A یا» پیشامد و دهند می نشان BA با را آن و شود می تشکیل هردو عضو نه ولی

B» که است واضح نامند. می BA=AB ندبر می کار به را تقارنم ی هکلم رو این از و. 

 بگیرید: نظر در را ذکرشده پیشامد دو ،17- 1 مثال در .17-6 مثال

)},,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{( 16263646566564636261BA 
 دو هربرای  زمان همیعنی  BAمفهوم  که شد متوجه عملیات این ی نتیجه از توان می

  .دهد رخ نمی شش عدد تاس

 احتمال 4- 6
 زیرا شوند، می خوانده هم احتمال ی هانداز که اند ای مجموعه تابع یک ادیرمق ها، احتمال
ی  در بررازه حقیقرری اعررداد تررابع، ایررن دیررد، خررواهیم کرره طررور همرران 10  برره را ,

 کره  احتمرال  موضوع اصول دهد. می نسبت S ای نمونه فضای مختلف های زیرمجموعه
 گسسرته  S ای نمونره  فضرای  که روند می کار به وقتی فقط ،کنیم می بندی فرمول اینجا در

، ای کررره تعرررداد عناصرررر آن متنررراهی  عبرررارت دیگرررر فضرررای نمونررره  بررره .باشرررد
},,,{ nOOOS 21، پررذیر شررمارش نامتنرراهی یررا ،},,,{ 321 OOOS ، باشررد. 

موضوع احتمال اصول ) رود. می کار به A پیشامد احتمال دادن نشان برای AP)( علامت
گره خورده اسرت کره در ایرن سرطح از درس     « میدان-سیگما»در حالت کلی، به مفهوم 

 ضرورتی به بیان آن نیست.(

 هرر  بررای  یعنری  اسرت،  نرامنفی  حقیقری  عرددی  پیشامد، یک احتمال .1 موضوع اصل
 .S، 0)(AP از A ی هزیرمجموع

) .2 موضوع اصل )P S 1. 

,,,... اگر .3 موضوع اصل 321 AAA دو به دو پیشامدهای از نامتناهی یا متناهی ای دنباله 



 :آنگاه اشند،ب Sدر  ناسازگار

.)()()()(   321321 APAPAPAAAP 

 کار به را حاصل ی هنظری بخواهیم اگر اما ندارند، برهان به نیازی ذاتاً موضوع اصول
 موضوع اصول که دهیم نشان باید دهیم می «حقیقی» مفهوم یک ها احتمال به وقتی بریم،

 هستند. صادق
در  عرددی  معیراری  عنروان   هبر  را پیشامد یک به منسوب احتمال شهودی، ابتدا طور به

شرود   گیریم که با آن، میزان انتظار برای وقوع پیشامد را وقتی آزمایش اجررا مری   نظر می
 پیشرامد  وقوع دفعات نسبت که است میزان، طبیعی این تعیین منظور گیرند. به اندازه می
 یرک  احتمرال  عرددی  ی انردازه  از ما شهودی گیریم. تصور در نظر را آزمایش در تکرار

 یشررایط  در آزمرایش  که پیشامد وقتی آن رود می که انتظار است دفعاتی پیشامد، نسبت
 بدهد. رخ  د،شو یکسان تکرار

 فضرای  و آزمرایش  طبیعرت  بره  پیشامدها، بسرتگی  احتمال تعیین برای مناسب یندافر
 هرر  رود مری  انتظرار  که را دفعاتی نسبت توان موارد، می بعضی . دراست ی مربوطا نمونه

 شود، تعیین اجرا عملاً آزمایش آنکه بدون و منطقی استنتاج بدهد، با رخ د مقدماتیبرآم
 ترا  کررد  تکررار  دفعرات  از زیادی تعداد برای را است آزمایش دیگر، لازم موارد کرد. در

 نروع  دو ایرن  آید. تشرریح  دست به گوناگون برآمدهای وقوع فراوانی مورد در اطلاعاتی
 کند. می راهنمایی احتمال رسمی تعریف سوی به را حالت، ما
 در فراوانی تعبیر با موضوع اصل اولین صفرند، یا مثبت همواره ها نسبت چون
 با حتمیت که کند می بیان غیرمستقیم طور به دوم موضوع اصل کامل است. هماهنگی

 موجود امکانات از یکی باید که پذیریم می همیشه رفته هم روی است، یکی ،1 حتمالا
 که آنجا تا دهیم. می نسبت را 1 احتمال است حتمی که پیشامد این به و دهد، رخ S در
 در بحث مورد پیشامد که دارد براین اشاره 1 احتمال است، مربوط فراوانی تعبیر به

 دهد. می رخ مطمئناً پیشامد این دیگر، عبارت به یا داد، خواهد رخ مواقع درصد155
 پیشامد دو برای یعنی حالت، ترین ساده در موضوع اصل سومین فتنگر نظر در با

 فراوانی تعبیر نظر از موضوع اصل این که دید سادگی به توان می ،2A و 1A ناسازگار
 درصد 37 در دیگری پیشامد و مواقع، درصد 21 در مثلاً پیشامدی اگر شود. می برآورده

 دو به دو )یعنی، دهند رخ زمان هم طور به نتوانند پیشامد دو هر و دهد، رخ مواقع



283967 در دیگری یا یکی آنگاه باشند(، ناسازگار  داد. خواهد رخ مواقع درصد 
 ناسازگار دو به دو پیشامد دو از بیش وقتی و است صادق موضوع اصل سومین بنابراین
 رود. کارمی به استدلال نوع همین ،باشند داشته وجود

 نکته این بر کنیم، مطالعه را احتمال موضوع لواص فوری نتایج برخی اینکه از قبل
 پیشامدها به را ها احتمال چگونه گویند نمی ما به موضوع اصل سه این که کنیم می تأکید

  کنند. می محدود را کار این انجام های راه فقط بلکه دهیم، تخصیص

 ناسازگار دو دوبه پیشامد چهار به ممکن ای نمونه فضای ،آزمایش یک در .18-6 مثال
A، B، C، و D چرا که دهید توضیح زیر، موارد از هریک برای است. افراز شده را 

 ندارد. وجود ها مالاحت تخصیص برای مجاز راهی
120630450200 الف. //// )( ،  )( ،  )( ،  )(  APBPCPDP، 
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)(/200 الف. .حل DP است. 1 موضوع اصل ناقض 
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 )()( DCBAPSP   

 احتمالی بزرگتر از یک دارد. مقدار ای عبارت دیگر فضای نمونه به

 ی همحتاطان تحلیل برمبنای گذشته،  تجارب مبنایبر ها احتمال ،واقعی درکاربرد لبته،ا
 فرض با گاهی ،مفروضات برمبنای یا ذهنی، های داوری برمبنای زیربنایی، شرایط تمام
 نسبت، ممکن برآمدهای تمام ها برای( برابری احتمال معنای دیگر، به یا) بودن شانس هم

 شوند. می داده
 که نیست ضروری ای، مونهن فضای یک پیشامدها در به احتمال تخصیص در

 25 فقط با ای نمونه فضای یک زیرا کنیم، توصیف را ممکن ی هزیرمجموع احتمال هر
1048576220 ممکن، برآمد  برآمد 75 وقتی ها زیرمجموعه تعداد و دارد زیرمجموعه 

 لباغ یابد. می افزایش سریع بسیار باشند، موجود بیشتر یا ممکن، برآمد 155 ممکن،
 ،پیشامدهای های احتمال ممکن، های زیرمجموعه تمام های احتمال کردن فهرست جای به
 بریم. می کار به را زیر ی هقضی آنگاه و کنیم، می فهرست را S ای نمونه فضای عناصر یا



 AP)( آنگاه باشد، Sی  هگسست ای نمونه فضای از پیشامدی A اگر .1-6 ی قضیه
 .A ی هدهند تشکیل ی هساد پیشامدهای های احتمال مجموع با است برابر

,,,...  کنیم می فرض .برهان 321 OOO ساده پیشامدهای از نامتناهی یا متناهی ای دنباله 
 :پس دهند. می تشکیل را A پیشامد که شدبا

 321 OOOA  
 سوم اصل از ناسازگارند، دو به دو تعریف برحسب ها،iO ،ساده هایپیشامد چون و

 :شود که می نتیجه احتمال

 )()()()( 321 OPOPOPAP 
 کند. می کامل را برهان رابطه، این و

 ساده پیشامدهای به ها احتمال تخصیص به قادر باید قضیه، این از استفاده برای
 داد، انجام خاص های حالات برخی در را کار این توان می چگونه اینکه باشیم. آزمایش

 شود. می تشریح زیر های مثال با

 حداقل آوردن دست به احتمال کنیم، پرتاب بار دو را سالمی ی سکه اگر .19-6 مثال
 است؟ چقدر شیر یک
 :از است عبارت آزمایش این برای ای نمونه فضای .حل

},,,{ TTTHHTHHS  
 است، متعادل سکه چون دهند. می نشان را خط و شیر ترتیب به T و H آن، در که
 ای نمونه ایفض ی ههرنقط به بنابراین و اند، شانس هم برآمدها این وقوع که پذیریم می

 احتمال
4
 آید، دست به شیر یک حداقل که باشد پیشامدی A اگر دهیم، می نسبت را 1

},,{ آنگاه THHTHHA، و  
     

.
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 عدد هر وعوق احتمال دوبرابر ،با آن فرد عدد هر وقوع احتمال که را تاسی .21-6 مثال
 عددی وقوع پیشامد G تاس، این ریختن بار یک در اگر بگیرید. نظر در است زوج

 بیابید. را GP)( باشد، 3 از بزرگتر



},,,,,{ از است عبارت ای نمونه فضای .حل 654321S. احتمال زوج، عدد هر به اگر 
w احتمال فرد، عدد هر به و w2 داریم: 2 موضوع اصل مطابق دهیم، نسبت را  

19222  wwwwwww 

 پس
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GP 

 یک ی هوسیل به باید را اه احتمال باشد، نامتناهی ولی گسسته ای، نمونه فضای اگر
 داد. نسبت فردی برآمدهای به ای، معادله یا فرمول ی هوسیل به ترجیحاً ریاضی ی هقاعد

,,,...  اگر .21-6 مثال 321 OOO آزمایش یک ی ساده پیشامدهای از نامتناهی ای دنباله 
  :که کنید تحقیق ،باشد مفروض

...,,,,    )( 321
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 است. احتمال ی هانداز یک واقعاً
 :داریم .1)(SP که دهیم نشان باید فقط اند، مثبت همگی ها احتمال یرمقاد چون .حل

.)( 
16
1

8
1

4
1

2
1

SP 

 دست به بریم، کار به را نامتناهی هندسی تصاعد یک جملات مجموع تعیین فرمول اگر
 :آوریم می

.)( 1

2
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2
1





SP 

 تعبیر قسمی به باید ،1- 1 ی هقضی در «مجموع» ی هکلم ،21- 1 مثال با رابطه در
 باشد. نیز نامتناهی سری یک مقدار شامل که شود

 پرتاب در شخصی که باشد پیشامد این iO اگر مثلاً ،21- 1 مثال احتمال ی هانداز
 مناسبی احتمال ی هانداز بیاورد، خط سکه، مiپرتاب در بار اولین برای همگن ای سکه

 ظاهر سکه پرتاب پنجمین یا چهارمین، سومین، در خط اولین آنکه احتمال پس، است.
 :با است برابر شود
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 :با است برابر دهد رخ ها پرتاب از فردی تعداد در خط اولین آنکه احتمال و
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 ،S ای نمونه فضای نقاط برای بتوانیم که باشد انچن آزمایش ،17- 1 مثال مانند اگر
 صورت به که 1- 1 ی هقضی خاص حالت از توانیم می ،در نظر گیریم برابر هایی احتمال

 کنیم. استفاده ،است 2 -1ی  قضیه

 باشد، شانس هم ختلفم برآمد N از یکی به بتواند آزمایشی ی هنتیج اگر .2-6 ی قضیه
 برابر A پیشامد احتمال آنگاه دهند، تشکیل را A پیشامد هم با برآمدها این از تاn و

 :با است

.)(
N

n
AP  

,,,...  کنیم می فرض .برهان NOOO  اعضای با ییپیشامدها یا ساده، پیشامدهای ،21

 هرکدام احتمال که دهند نشان را S فردی برآمدهای
N

 ،A پیشامد اگر است. 1

 نهاآ از یک کدام که نباشد مهم و بوده، ناسازگار دو به دو برآمدهای این از تاn اجتماع
  :آنگاه دهند، تشکیل را پیشامد این
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 فرمول که کنید مشاهده
N

n
AP )( کلاسیک احتمال مفهوم با ،2- 1 ی هقضی در 

عنوان تعریفی از مفهوم احتمال کلاسیک  به 2- 1ی  از قضیه منابع)در برخی  است یکی



 مفهوم که است آن ایم داده نشان اینجا در آنچه البته .(1316، کنند )بازرگان استفاده می
 خاصی مورد در مطلب این -است سازگار احتمال موضوع اصول با کلاسیک احتمال

  شود. می نتیجه احتمال موضوع اصول از اند شانس هم فردی برآمدهای که

ها در چهار رنگ و در  پیراهن)پیراهن وجود دارد  61بسته  یک در .22-6 مثال
احتمال  کنیم، می اختیار تصادف به پیراهن پنج ،(اند های یک الی دوازده تولید شده دازهان

 ،باشند شماره یک دارای هم دیگر پیراهن دو و شماره یک دارای پیراهن سه اینکه
 است؟ چقدر

 ی اندازه یک با پیراهن دو و اندازه یک با پیراهن سه توان می که هایی راه تعداد .حل
 با است برابر ،کرد انتخاب 1 ی هانداز با پیراهن دو و 5 ی اندازه با پیراهن سه مثلاً دیگر،
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 اندازه یک با پیراهن سه انتخاب راه 12 داریم رنگ هر از اندازه 12 چون .

 انتخاب ممکن های راه کل دارند. وجود اندازه یک با پیراهن دو انتخاب راه 11 سپس و
 بربرا ییراهنپ پنج چنین
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 پیراهن 61 از پیراهن پنج انتخاب ممکن های راه تعداد طرفی ازاست. 
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 :از است عبارت پیشامد مطلوب احتمال که شود می نتیجه 2- 1 ی هقضی از لذا واست 
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 احتمال قواعد برخی 5- 6
 کره  را دیگرر  هرای  قاعرده  از بسریاری  تروانیم  مری  احتمال، موضوع اصل سه از استفاده با

 زیرر  قضرایای  موضوع، لواص فوری پیامدهای از بگیریم. نتیجه دارند، مهمی کاربردهای
 کنیم. می ثابت را



 .0)(P همواره داریم. 3-6ی  قضیه

، تهی  ی مجموعه تعریف مطابق و ناسازگارند و  S. چون پیشامدهای برهان
SS شود که ، نتیجه می: 

 
)()( (3بنابه اصل موضوع )

)()(





PSP

SPSP



 
 

 .0)(Pو در نتیجه 
 Aالزاماً  که شود نمی نتیجه 0)(APاز  که کرد توجه مهم مطلب به این باید

 ای، در یک محاوره زبان که، به پیشامدهایی به اغلب عمل است. در تهی ای مجموعه
 نمونه، مثال دهیم. برای می نسبت را صفر دهند، احتمال نمی رخ هم سال میلیون

را  «جمهوری افلاطون» یمیمون پیشامد که این به ما که دارد وجود کلاسیکی
دهیم.  می نسبت را صفر کند، احتمال ها، تایپ دکمه روی فشار با خطا بدون کلمه به کلمه
 در ویژه را، به Aی  ، رابطه0)(APکه  توجه است ی شایسته واقعیت این

 دهد. نمی ناشمارا، نتیجه ای نمونه فضای

 :داریم Bو  Aمانند  Sبرای هر دو پیشامد ناسازگار از  .4-6 ی هقضی

).()()( BPAPBAP  

ی  . با توجه به رابطهبرهان BABA   3و اصل موضوع ، 
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 و Aناسرازگاری   ازگرفت آن است که  6- 1ی  ان از قضیهتو ی فوری که می یک نتیجه
A اینکه  وAAS  ، دست آوریم: ی زیر را به استفاده کنیم و رابطه 

).()( APAP  1 
 35 در مثلاً پیشامدی، اگر که دارد برآن اشاره نتیجه این فراوانی، تعبیر با رابطه در
 دهد. نمی رخ مواقع درصد 13 در دهد، رخ مواقع درصد



 آنگاه ،BA و باشند S ای نمونه فضای در پیشامدهایی B و A اگر .5-6 ی هقضی
)()( BPAP . 

  :بنویسیم توانیم می ،BA چون .نبرها

     ABAABABAABSBB   )( 
 این در ،شود می تحقیق ون نمودار یک ی هوسیل به آسانی به آخر روابط درستی که

BA و A صورت  ،و در نتیجه ناسازگارند: 
 (3)بنابه اصل موضوع 

)( (1صل موضوع )بنابه ا

)()()(

AP

BAPAPBP



 
 

 از ای زیرمجموعه A پیشامد اگر که کند می بیان قضیه این کلمات، از استفاده با
 یک یدنکش احتمال مثلاً، نیست. BP)( از بزرگتر AP)( آنگاه باشد، B پیشامد
 یا سیاه کارت یک کشیدن احتمال از بزرگتر تایی،72 کارت دسته یک از سیاه کارت

 احتمال واقع در نیست. قرمز
4
 احتمال با 1

2
 شود. می مقایسه 1

A، 10 پیشامد هر برای .6-6 ی هقضی  )(AP. 

 ،S در A پیشامد هر برای که واقعیت این و 7- 1 ی هقضی کاربردن به با .برهان
SA، داریم: 

)()()( SPAPP  
 :داشت خواهیم SP)(1 و P)(0 چون

.)( 10  AP 

 .شود می اطلاق خاص جمع ی هقاعد یک به اغلب احتمال موضوع اصل سومین
,,,...  پیشامدهای که است خاص نظر این از مزبور ی هقاعد 321 AAA، دو به دو باید 

 5- 1ی   در قضیه عام جمع ی هقاعد ،B و A پیشامد دو هر برای باشند. رناسازگا
 است. موجود

 :آنگاه باشند، S ای نمونه فضای در پیشامد دو B و A اگر .7-6 ی هقضی

).()()()( BAPBPAPBAP   



 ود به دو پیشامدهای به شود می دیده 1- 1 شکل ون نمودار در که طور همان .برهان
BA ،BA ناسازگار  ،BA ، های احتمال ترتیب به a ،b، c نسبت ار 

 :آوریم می دست به و دهیم می
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 5- 1 ی هون برای اثبات قضی نمودار .1-6شکل 

 ی هناحی یک در ای نمونه بررسی یک منظور به )که ای خانواده برای اگر .23-6 مثال
 تلویزیون دستگاه یک دارابودن احتمال است( شده انتخاب تصادف به شهری، بزرگ
 باشد، 276/5 و ،37/5 ،11/5 ترتیب به وسیله هردو یا و کامپیوتر دستگاه یک رنگی،
 نوع دو از یکی )حداقل دستگاه نوع دو هر یا نوع دو از یکی خانواده این اینکه احتمال

  است؟ چقدر باشند داشته را دستگاه(
رنگی  تلویزیون دستگاه یک دارای مزبور ی خانواده که باشد پیشامد ، اینAاگر  .حل

داریم  است، رایانه دستگاه یک دارای که باشد پیشامد این ،Bاست، و 
290/)( BAP  ،860/)( AP ،350/)( BPفرمول در را مقادیر این ، و اگر 

  :شود می قراردهیم، نتیجه 5- 1ی  قضیه

.)( //// 920290350860 BAP  

 23/5 احتمال اب است شده متوقف راهی بزرگ کنار در که خودرویی .24- 6 مثال
 31/5 احتمال با همچنین دارد. تایر شدید فرسودگی 26/5 احتمال با و معیوب ترمزهای
 اتومبیل، این اینکه احتمال دارد. را هردو یا تایر شدید فرسودگی یا معیوب ترمزهای

 است؟ چقدر باشد، داشته تایر شدید فرسودگی و بوده معیوب ترمزهایش



 این T و است، معیوب ترمزهایش مزبور اتومبیل که باشد پیشامد این B اگر .حل
 :داریم دارند، شدید فرسودگی تایرهایش که باشد پیشامد

.)(  ,)(   ,)( /// 380240230  TBPTPBP  
 :شود می نتیجه 5- 1ی  هقضی فرمول در مقادیر این قراردادن از

).(/// TBP  240230380 
)( به نسبت معادله این حل از TBP ، آوریم می دست به: 

.)( //// 090380240230 TBP  

 که داد تعمیم قسمی به را جمع ی هقاعد توان می ،5- 1ی  هقضی مکرر بردن کار به با
 آوریم: می دست به پیشامد سه برای مثلاً باشد. اجرا قابل پیشامدها از تعداد هر برای

 باشند، S در ای نمونه فضای در دلخواه پیشامد سه ،C و ،A، B اگر .8- 6 ی هقضی
 :آنگاه

).()(

)()()()()()(

CBAPCBP

CAPBAPCPBPAPCBAP








 

CBA .برهان  صورت به را )( CBA  را 5- 1 ی هقضی باردو و نویسیم می 
))(( برای بار یک بریم، می کار به CBAP برای بار یک و )( CBP ، دست به 

 :آوریم می

)).(()()()()(

))(()()(

))(()(

CBAPCBPCPBPAP

CBAPCBPAP

CBAPCBAP













 

 :داریم و نموده استفاده اجتماع به نسبت اشتراک پذیری توزیع قانون از

),()()(

))()(()()(

))()(())((

CBAPCAPBAP

CABAPCAPBAP

CABAPCBAP













 

  :آنکه نتیجه و

).()(

)()()()()()(

CBAPCBP

CAPBAPCPBPAPCBAP








 



 احتمال ،کند می مراجعه خود پزشک دندان به که شخصی کنیم می فرض .25- 6 مثال
 داشته پرکردن برای دندانی اینکه احتمال ،66/5 کند گیری جرم را هایش دندان اینکه
 آنکه احتمال ،21/5 باشد داشته کشیدن برای دندانی آنکه احتمال ،26/5 باشد،
 را هایش دندان اینکه احتمال ،51/5 پرکند، را دندانی و گیری جرم را هایش دندان
 دندانی و پرکردن برای دندانی اینکه احتمال ،11/5 بکشد را دندانی و کند گیری جرم
 را دندانی و گیری جرم را هایش دندان اینکه احتمال و 55/5 باشد، داشته کشیدن برای

 مورد سه از یکی حداقل کپزش دندان اینکه لاحتما باشد. 53/5 بکشد را دندانی و پرکند
 است؟ چقدر دهد انجام او برای را

  کند، گیری جرم را هایش دندان شخصکه باشد  این پیشامد C اگر .حل
F  پرکند، را دندانی شخص هکباشد  پیشامداین 
E بکشد، را دندانی شخص کهشد با پیشامد این  

)(/CP، 240 )(/440 آنگاه FP، 210/)( EP، 080/)( FCP ، 
110/)( ECP ، 070/)( EFP ، 030و/)( EFCP ، در قراردادن با و 

  :که دشو می نتیجه ،1- 1ی  قضیه فرمول

.)( //////// 660030070110080210240440 EFCP  

 شرطی احتمال 6- 6
 B ماننرد  پیشرامدی  برا  کره  ،A ماننرد  پیشامدی احتمال که دشو می لازم مواقع اکثر در

ه بیرانی  بر  د.شرو  اصرلاح  ،B پیشرامد  وقوع عدم یا وقوع از اطلاع از بعد باشد، مربوط
تراثیر داشرته    Aبر احتمال وقوع پیشرامدی چرون    Bدیگر، ممکن است وقوع پیشامد 

 اسررت ممکررن آزمررایش، نتررایج از ای جنبرره ی هدربررار اطلاعررات کسررب اینربنررابباشررد. 
 ایجراب  اسرت،  نترایج  از دیگری ی هجنب به مربوط که را پیشامدی احتمال در تجدیدنظر

 احتمدال  اسرت،  داده رخ B کره  شرود  معلروم  وقتی ،A ی هتجدیدنظرشد احتمال کند. 
)|( با و نامیده B شرط به A شرطی BAP شود. می داده نشان 

 تشرریح  زیرر  مثرال  در شوند، می مربوط شرطی های احتمال به که هایی ایده از برخی
 اند. شده
 و انرد  گرفته قرار مطالعه مورد شعبه پنجاه بانکی، عملکرد از تحقیق یک در .26-6 مثال



 اند. شده خلاصه 1 -1 جدول در نتایج
 21 -1. اطلاعات مربوط به مثال 1- 6جدول 

 

 دهی به مشتریان سرویس  

 ضعیف خوب  

 گشایش مانز
 شعبه

 6 11 سال 15حداقل

 25 15 سال 15کمتر از 
 

 دهری  سرویس شعبه اینکه احتمال کند، انتخاب را شعب این از یکی تصادف به فردی اگر
 از یکری  تصرادف  بره  شخصری  اگرر  همچنین است؟ چقدر دهد ارائه مشتریان به خوبی
ی  شعبه اینکه احتمال شد،با داشته سابقه سال ده از بیش حداقل که کند انتخاب را شعب

 اسرت  این «تصادف» از منظور است؟ چقدر کند دهی سرویس خوب مشتریان به انتخابی
 اند. شانس هم ممکن های انتخاب تمام حالت، هر در که

 اگر .بریم می کار به را 2- 1 ی هقضی فرمولی مشتریان،  شانسی همه فرض هم با .حل
G، کنیم فرض اگر و دهد می ارائه خوب سرویس که دهد نشان را هشعب انتخاب 
)(Gn اعضای تعداد G و دهد، نشان را )(Sn باشد، ای نمونه فضای اعضای تعداد 
  :آوریم می دست به

.
)(

)(
)( /520

50
1016





Sn

Gn
GP 

 است. اول الؤس پاسخ این
 اول سطر شامل که کوچکتری ای نمونه فضای به را خود ما دوم، الؤس پاسخ برای

20416 به یعنی است، جدول  محدود دارند سابقه سال ده حداقل که شعب 
 :آوریم می دست به و دهند، می ارائه خوب سرویس شعبه 11 شعبه، 25 از کنیم. می

,)( /800
20
16

TGP 

 پاسخ این دارد. سابقه سال ده حداقل که دهد می نشان را ای شعبه انتخاب ،T آن در که
)|( داشتیم، انتظار که طور همان و است دوم الؤس TGP از خیلی )(GP بزرگتر 

 است.
)|( صورت چون TGP 16 برابر)( GTn ، که است شعبی تعداد یعنی 

 یعنی ،Tn)( برابر مخرج و دارند، خوبی دهی سرویس و دارند سابقه سال ده حداقل



 صورت به آن را توانیم می . در واقعدارند کار ی هسابق سال ده حداقل که است شعبی
 :بنویسیم نمادی

.
)(

)(
)|(

Tn

GTn
TGP


 

 دست به کنیم، تقسیم موردنظر، شعب کل تعداد ،Sn)( به را مخرج و صورت اگر پس،
 :آوریم می

)(

)(

)(

)(

)(

)(

)|(
TP

GTP

Sn

Tn

Sn

GTn

TGP




 

)|( شرطی احتمال لذا و TGP ای نمونه فضای تمام برای که احتمالی دو برحسب را 
S ایم. کرده بیان اند شده تعریف 

 دهیم. می ارائه زیر صورت به را شرطی احتمال تعریف اکنون مثال، این تعمیم با

 و باشند S ای نمونه فضای در دلخواه پیشامد دو B و A اگر .2-6 تعریف
0)(AP، شرطی احتمال B شرط به A شود می تعریف زیر صورت به: 

.
)(

)(
)|(

AP

BAP
ABP


 

 از کمتر ی سابقه با شعب از یکی اینکه احتمال ،21- 1 مثال به مراجعه با .27-6 مثال
 است؟ چقدر دهد ارائه مشتریان به خوبی سرویس سال، ده

200 چون .حل
50
10

/)(  GTP  600 و
50

2010
/)( 


TP، در را مقادیر اگر 

  :که دهد می نتیجه دهیم قرار فرمول

.
)(

)(
)(

/

/
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200





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TP

GTP
TGP

 

)|( ما گرچه ABP کردیم، معرفی بودند شانس هم ها حالت تمام آن در که مثالی با را 
 نیست. تعریف بردن کار به برای شرطی مطلب، این اما



 ظاهر که ای شماره اینکه احتمال ،25- 1 مثال ناهمگن تاس به رجوع با .28-6 مثال
 3 از بزرگتر شماره این اینکه فرض به همچنین است؟ چقدر باشد کامل مربع شود می

 است؟ چقدر باشد کامل مربع اینکه احتمال باشد،
 این B و است، 3 از بزرگتر  هظاهرشد ی هشمار که باشد پیشامد این A اگر .حل

},,{ داریم است، کامل مربع ظاهرشده ی هشمار که باشد پیشامد 654A، },{ 41B، 
 موردنظر تاس با 1، 7، 6، 3، 2، 1 ظاهرشدن های احتمال چون .4BA}{ و

 ترتیب به
9
2، 

9
1، 

9
2، 

9
1، 

9
2، 

9
  صورت به را سوال اولین پاسخ هستند، 1

3
1

9
1

9
2

)(BP 

)|( تعیین برای کنیم. می پیدا ABP، ابتدا  

9
1

)( BAP   و  
9
4

9
1

9
2

9
1

)(AP 

 دست به ،2- 1 تعریف فرمول در مقدار دو این قراردادن با لذا کنیم. می محاسبه را
 :آوریم می

.
)(

)(
)|(

4
1

9
4
9
1


AP

BAP
ABP
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 کافی تنها دهد، می «درست» جوابی قبل مثال در (2- 1) فرمول کنیم  تحقیق اینکه برای
 فرد عدد به و  احتمال زوج عدد دو به ،A ی هشد کوچک ای نمونه فضای در است

 باشد. 1 مساوی احتمال سه این مجموع که قسمی به دهیم، نسبت را 2 احتمال

12 داریم صورت این در   یا 
4
1

، قبل مثل لذا و
4
1)|( ABP. 

 دست به را زیر ضرب ی قاعده ،AP)( در 2- 1 تعریف فرمول طرفین ضرب با
 آوریم. می

 و باشند S ای نمونه فضای در دلخواه پیشامد دو B و A اگر .9- 6 ی قضیه
0)(AP، آنگاه: 

).|( )()( ABPAPBAP  



 ضرب حاصل برابر دهند  رخ هم با B و A اینکه احتمال کلمات، از استفاده با
 ،0)(BP اگر دیگر، صورتی در است. A شرط به B شرطی احتمال در A احتمال
 احتمال و B احتمال ضرب حاصل با برابر دهند، رخ دو هر ،B و A آنکه احتمال
  نمادی تصور به است. B شرط به A شرطی

).|( )()( BAPBPBAP  
 را B و A جای (7- 1) فرمول در ضرب، حاصل ی هقاعد این آوردن دست به برای

ABBA واقعیت از و عوض   کنیم. می استفاده 

 است، معیوب آن تای17 که ،کامپیوتر کلید ی صفحه 265 ی همحمول از اگر .29-6 مثال
 باشند؟ معیوب هردو که دارد احتمال چقدر برداریم، را آنها دوتای توالی به و تصادف به

 معیوب کلید صفحه اولین اینکه احتمال کنیم فرض برابر را ها انتخاب مالاحت اگر .حل

 باشد
240
 معیوب اولی، بودن معیوب شرط به کلید، صفحه دومین اینکه احتمال و ،15

 برابر باشد
239
 باشند معیوب هردو اینکه احتمال لذا است. 14

1912
7

239
14

240
15

 )()( 

 از قبل اینکه یعنی است، جایگذاری بدون ها انتخاب که است این بر فرض البته است.
 شود. نمی گذاشته خود جای به اول کلید صفحه دوم، کلید صفحه انتخاب

 از توالی به ی یک مهره با شماره دو تصادف، به اینکه احتمال کنید پیدا .31-6 ثالم
 شوند. انتخابهای یک الی دوازده(  مهره )در چهار رنگ و به شماره 61حاوی  یظرف

 کنیم، انتخاب جایگذاری بدون اگر الف.
 کنیم. انتخاب باجایگذاری اگر ب.
 برنگردانیم، خود جای به را اولی  مهره دوم، ی مهرهانتخاب  از قبل اگر الف. .حل

 :با است برابر یکی  مهره با شماره دو متوالی آوردن دست به احتمال

.
4 3 1
48 47 188
  

 احتمال برگردانیم، خود جای به را اول ی مهره دوم، ی انتخاب مهره از قبل اگر ب.
 :با است برابر متناظر

.
4 4 1
48 48 144
  



 یک ،B و A پیشامد دو بین شدند، توصیف قبل مثال دو در که اییه وضعیت در
)|( مینویس می وقتی کلی، طور به دارد. وجود قطعی زمانی ترتیب BAP یا 

)|( ABP بخواهیم را آن احتمال توانستیم می مثال، برای نیست. ترتیبی چنین به نیاز 
 شده انتخاب ی مهره دومین آنکه شرط به باشد یک با شماره شده انتخاب مهره اولین که

3 نیز الؤس این به پاسخ -باشد یک شماره نیز جایگذاری( )بدون
47

  داد. خواهد 

 از بیش برای ار آن بتوان که قسمی به داد، تعمیم سهولت به توان می را 7- 1ی  هقضی
 داریم: پیشامد سه برای مثلاً برد. کار به پیشامد دو

 به باشند، S ای نمونه فضای در دلخواه پیشامد سه Cو ،A، B اگر .11- 6 ی هقضی
)(0 و AP)(0 که قسمی BAP ، آنگاه  

).( )(  )()( BACPABPAPCBAP   
CBA نوشتن با .برهان  صورت به CBA   فرمول از استفاده دوبار با و )(

  آوریم می دست به ،(7- 1)

).|( )( )(

)|( )(

))(()(

BACPABPAP
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 3 تصادف به اگر اند. معیوب آنها تای7 که است فیوز 25 حاوی ای بسته .31-6 مثال
 3 هر اینکه احتمال کنیم، انتخاب مزبور ی هبست از جایگذاری بدون و طور متوالی به فیوز
 است؟ چقدر باشند معیوب فیوز
 C و دوم، فیوز بودن معیوب پیشامد B اول، فیوز بودن معیوب پیشامد A اگر .حل

 آنگاه باشد، سوم فیوز بودن معیوب پیشامد
20
5)(AP، 

19
4)|( ABP، 

18
3)|( BACP ، شود می نتیجه دهیم قرار فرمول در را آن اگر و: 

.)(
114
1

18
3

19
4

20
5 CBAP  

  است. پذیر امکان نیز پیشامد k به 15- 1 و 7- 1 های یهقض بیشتر تعمیم



 مستقل شامدهاییپ 7- 6
 از هریک ندادن رخ یا دادن رخ در صورتی که گویند می مستقل را B و A پیشامد دو

 های انتخاب در مثال برای باشد. نداشته تأثیری دیگری دادن رخ احتمال در آنها
 و A پیشامد دو نمادی، طور به هستند. مستقل هم از نتایج مرحله هر در باجایگذاری

B اگر اند مستقل: 

),()|(    ,)()|( BPABPAPBAP  
 صفر BP)( و AP)( وقتی یعنی باشند، موجود شرطی احتمال دو هر که موقعی و

 دهد. می نتیجه را دیگری ها، برابری این از یک هر که داد نشان توان می نباشند،
)|( جای به را BP)( ،7- 1ی  هقضی فرمول در اگر حال ABP به دهیم، قرار 

 :آوریم می دست

),()()|()()( BPAPABPAPBAP  
 برد. خواهیم کار به لاستقلا صوری تعریف عنوان به را نتیجه این و

  :اگر تنها و اگر اند مستقل C و B پیشامد دو .3-6 تعریف

).( )()( BPAPBAP  

 تعریف فرمول آوردن دست به در اند. وابسته گویند می نباشند، مستقل پیشامد دو اگر
)|( که کردیم فرض ،3- 1 ABP که کردیم  فرض لذا و تعریف شده است 
0)(AP. 

 :از است عبارت ای نمونه فضای کنیم می پرتاب بار سه را همگن ای سکه .32-6 مثال

 .,,,,,,, HHHHHTHTHTHHHTTTHTTTHTTTS  
 در شیر دادن رخ پیشامد A اگر هستند. شانس هم S عناصر ی هکلی که کنیم می فرض

 دقیقاً دادن رخ پیشامد C و سوم، پرتاب در خط دادن رخ پیشامد B اول، پرتاب دو هر
  :که دهید نشان باشد، پرتاب سه رد خط دو

  اند، لمستق B و A پیشامدهای الف.
 اند. وابسته C و B پیشامدهای ب.
  .حل
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 که دهد می نتیجه عنصر هشت ی ههم بودن شانس هم فرض
4
1)(AP، 

2
1)(BP، 

8
3)(CP، 

8
1)( BAP ، و 

4
1)( CBP . 

)()()( الف. BAPBPAP 
8
1

2
1

4
 اند. مستقل B و A پیشامدهایپس  ،1

)()()( ب. CBPCPBP 
16
3

8
3

2
 مستقل C و B پیشامدهایپس  ،1

 نیستند.

 A و ،B و B، A و A آنگاه باشند، مستقل B و A اگر که داد نشان توان می
 کنیم. می اثبات را ذکرشده های حالت از یکی اند. مستقل هم B و

 اند. مستقل نیز Bو A آنگاه باشند، مستقل B و A پیشامد دو اگر .11- 6 ی قضیه

)()( که آنجا از .برهان BABAA  ، وBA و BA  و ناسازگارند 
 داریم اند، مستقل فرض بنابر B و A چون
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  :که شود می نتیجه
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 اند. مستقل B و A لذا و
 آنگاه باشند، مستقل B و A اگر دیده نشان که است شده خواسته ها تمرین در

A و B، و A و B اگر و اند، مستقل نیز A و B آنگاه باشند، وابسته A و B 
 اند. وابسته

 دهیم. می ارائه را زیر تعریف پیشامد، دو از بیش به استقلال مفهوم تعمیم برای



kAAA پیشامدهای .4-6 تعریف ,,, 21 هر اشتراک احتمال اگر تنها و اگر اند مستقل 
2، 3، ،... kپیشامد هر به مربوط های احتمال ضرب حاصل مساوی پیشامدها این از تا 

 باشد.

 زیر صورت به استقلال شرایط است مطرح C و A، B پیشامد سه که حالتی برای
 :بود خواهد

),()()(
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 و

).()()()( CPBPAPCBAP  
 کلاً آنکه بدون باشند مستقل دو دوبه توانند می پیشامد چند یا سه که است توجه قابل

 باشند. مستقل

 آمده ،2- 1 شکل نمودار ون در مشخص شده های احتمال با پیشامد سه .33-6 مثال
 اما اند، مستقل C و B اند، مستقل C و A اند، مستقل B و A که کنید تحقیق است.

A، B، و C نیستند. مستقل 

 شود، می دیده نمودار از که طور همان .حل
2
1 )()()( CPBPAP، 

4
1 )()()( CBPCAPBAP  و 

4
1)( CBAP . پس 

)()( )( BAPBPAP 
4
1، )()( )( CAPCPAP 

4
1، 

)()( )( CBPCPBP 
4
)( )( )()( اما ،1 CBAPCPBPAP 

8
1. 

 
 33- 1 مثال . نمودار ون برای2-6شکل 



)()()()( که است ممکن CPBPAPCBAP ، آنکه بدون A، B، و C 
 ببینید. را زیر مثال باشند. مستقل دو به دو

  :آوردن دست به احتمال است مطلوب .34-6 مثال
 همگن، ی هسک یک تصادفی پرتاب سه در شیر سه الف.
 همگن. تاس یک ریختن بار پنج در دیگر عددی سپس و شش چهار ب.
 :آوریم می دست به مربوط، های احتمال ضرب از الف. .حل

.
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2
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 :آوریم می دست به مربوط، های احتمال ضرب از ب.

.
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 بیز ی هقضی 8- 6
 میانی مراحل در آنچه به آزمایش یک نهایی برآمد آنها در که دارند وجود زیادی مسائل

 میانی ای مرحله آن، در که است ساده مثالی زیر، مثال دارد. بستگی دهند می رخ مختلف
 است. شق دو از متشکل که دارد وجود

 افتد. تأخیر به اعتصاب علت به است ممکن بزرگراهی بنای تکمیل کار .35-6 مثال
 کار نباشد اعتصابی اگر که این احتمال ،15/5 دهد رخ اعتصابی هک این احتمال کنید فرض

 شود، انجام موقع به کار باشد اعتصابی اگر که این احتمال و ،17/5 شود انجام موقع به
 است؟ رچقد شود انجام موقع به کار که این احتمال باشد. 37/5

 اطلاعات باشد، اعتصاب وقوع پیشامد B و کار، موقع به تکمیل پیشامد A اگر .حل
 نوشت: چنین توان می را شده داده

.)|(   ,)|(  ,)( /// 850350600  BAPBAPBP 
BA و BA که واقعیت این و احتمال، های قضیه از استفاده با  ،و ناسازگارند 

  :بنویسیم توانیم می ضرب، ی هقاعد دیگر صورت
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 :که شود می نتیجه عددی، مقادیر قراردادن با صورت، این در

.)()()()()( ///// 5508506001350600 AP 

 شق k دارای میانی ی همرحل آن در که است موردی وضعیت، نوع این از تعمیمی
kBBB با را آنها دادن رخ )که است مختلف ,,, 21 به تعمیم، این دهیم(. می نشان 

 نیاز نامند می حذف ی هقاعد یا کل احتمال ی هقاعد را آن گاهی که 12- 1 ی هقضی
 دارد.

kBBB پیشامدهای اگر .12- 6 ی قضیه ,,, 21 ای نمونه فضای از افرازی S را 
i، kiهر ازای به و دهند تشکیل ,...,,21، 0)( iBP، پیشامد هر برای آنگاه A در 

S 

). |()()( i
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i BAPBPAP 
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 دهبو ناسازگار دو به دو اگر دهند، می تشکیل را ای نمونه فضای از افرازی هاB اینجا در
 باشد. S مساوی آنها اجتماع و

 آژانس از کنند: می کرایه اتومبیل ،آژانس سه از ،مشاور شرکت یک اعضای .36- 6 مثال
 درصد.15 میزان به 3 آژانس از و درصد،35 میزان به 2 آژانس از درصد،15 میزان به 1

 از درصد1 و ،2 آژانس های بیلاتوم از درصد25 ،1 آژانس های اتومبیل از درصد7 اگر
 اتومبیل یک اینکه احتمال باشند، داشته نیاز موتور تنظیم به 3 آژانس های اتومبیل

 چقدر باشد داشته نیاز موتور تنظیم به است شده تحویل مشاور شرکت به که ای کرایه
 است؟

 ترتیب به 1B ،2B ،3B و تورمو تنظیم به اتومبیلی داشتن نیاز پیشامد A اگر .حل
 :داریم باشند، 3 ،2 ،1 های آژانس به شده کرایه اتومبیل یک تعلق پیشامدهای

, 6001 /)( BP , 3002 /)( BP , 1003 /)( BP 
.0901 /)|( BAP , 2002 /)|( BAP , 0603 /)|( BAP 



  :که شود می نتیجه قراردهیم، 12- 1 ی هقضی فرمول در را مقادیر این اگر

.))(())(())(()( /////// 120060100200300090600 AP 
 دارند. نیاز موتور تنظیم به شوند می تحویل شرکت به که هایی اتومبیل از درصد12 پس،
 کرایه اتومبیل یک اگر باشد: نظر مورد زیر الؤس کنیم فرض قبلی، مثال به رجوع با

 احتمال چقدر باشد، داشته موتور تنظیم به نیاز است شده تحویل مشاور شرکت به که
 که زیر ی هقضی به ،ها لاؤس نوع این به دادن پاسخ برای باشد؟ 2 آژانس به متعلق که دارد
 داریم: نیاز شود می نامیده بیز ی هقضی

kBBB پیشامدهای راگ .13- 6 ی هقضی ,,, 21 ای نمونه فضای از افرازی S را 
i، kiهر  ازای به و دهند تشکیل ,...,,21، 0)( iBP، پیشامد هر برای آنگاه A در 

S، 0 که قسمی به)(AP، 
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 به 3- 1 شکل درختی نمودار مr ی هشاخ راه از آنکه احتمال کلمات، از استفاده با
 باشیم، رسیده A به ودارنم ی هشاخ kاز یکی راه از آنکه شرط به برسیم، A پیشامد

 k کل به مربوط های احتمال مجموع به شاخه مینr به مربوط احتمال نسبت برابر
 است. درخت ی هشاخ

 

 
 بیز ی ه. نمودار درختی برای قضی3-6شکل 



 سیمنوی می شرطی، احتمال تعریف مطابق .برهان
)(

)(
)|(

AP

BAP
ABP r

r


. لازم 

)( جای به فقط است rBAP  مقدار )|()( rr BAPBP، جای به و )(AP، عبارت 
 دهیم. قرار را 12- 1 ی هقضی فرمول

 تحویل مشاور شرکت به که ای کرایه اتومبیل راگ ،31- 1 مثال به مراجعه با .37-6 مثال
 چقدر باشد 2 آژانس به متعلق اینکه احتمال باشد، داشته نیاز موتور تنظیم به است شده

 است؟
 :داریم و دهیم قرارمی ،(13- 1)ی  هقضی فرمول به توجه با .حل
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 شوند می کرایه داده شرکت به که هایی اتومبیل درصد 35 فقط گرچه که کنید توجه
 به متعلق دارند نیاز تنظیم به که هایی اتومبیل درصد 75 ولی است، 2 آژانس به متعلق

 اند. آژانس این

 عادی حد از بیش ها اتومبیل تمام درصد 27 دودزایی معینی، استان در .38- 6 مثال
 تولید دود حد از بیش که اتومبیلی استان، ی هنقلی وسایل دودزایی آزمون در اگر است.

 حد از بیش آن دودزایی که اتومبیلی اگر و شود مردود 77/5 برای احتمالی با کند می
 آزمون در که اتومبیلی اینکه احتمال شود، رد آزمون این در 15/5 احتمال با نیست عادی

 است؟ چقدر است عادی حد از بیش آن دودزایی که باشد اتومبیلی واقعاً شود می رد
 درختی نموداری  هشاخ دو هب مربوط های احتمال که یابیم درمی 6- 1 شکلاز  .حل

24750990250 از اند عبارت /// ))((  127501702501 و /// ))((  ،اینکه احتمال پس 
 کند می ایجاد دود حد از بیش که باشد اتومبیلی واقعاً ،شود می رد آزمون در که اتومبیلی

 :با است برابر
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 نمودار بدون بیز، ی هقضی فرمول در مستقیم دادن قرار از را نتیجه این توانستیم می البته
 آوریم. دست به نیز درختی

 
 31- 1. نمودار درختی برای مثال 4-6شکل 

 این ولی شود، می نتیجه شرطی احتمال تعریف و احتمال اصول از بیز ی هقضی گرچه
 توان نمی بیز ی هقضی اعتبار ی هدربار است. بوده داری دامنه های مباحثه موضوع قضیه

)( پیشین های احتمال تعبیر ی هدربار مفصلی های بحث اما کرد، مطرح الیؤس
i

BP 
 است، کرده احاطه را بیز ی هقضی که اسراری ی ههال ازدرصدی  همچنین اند. شده مطرح
 یا «قهقرایی» استدلال نوعی ،31- 1 مثال نظیر هقضی این که است واقعیت این از ناشی

 ،31- 1 مثال در مثلاً شود. می موجب را «علت به معلول از» استدلال یعنی ،«معکوس»
 است. ممکن علت یک حد، از بیش دودزایی و معلول، یک آزمون، از شدن رد

 ششم فصل ی خلاصه
ی برآمدهای ممکنه  ی کلیه مجموعه و فصل، شرایط آزمایش تصادفی بیان شد یدر ابتدا

ای  ی فضای نمونه د. زیرمجموعهشای تعریف  ، فضای نمونهاز یک آزمایش تصادفی
پذیر متناهی  ای، که ممکن است شمارش پیشامد نام گرفت. با توجه به نوع فضای نمونه

های مختلفی نیز برای پیشامدها  پذیر باشد، حالت و یا نامتناهی و یا غیرقابل شمارش
گیری و ...  اع، اشتراک، متممروی پیشامدها، مانند اجتممختلف برقرار است. عملیات 

برای دو پیشامد که اشتراکشان تهی است تعریف  مفهوم سازگاریقابل انجام است. 
شود. احتمال شرطی، که در آن با دانستن وقوع یک پیشامد، احتمال وقوع دیگری  می

حالتی که اطلاعات قسمت شرط سودمند نیست وقتی شود، مطرح شد.  محاسبه می
تک آنها با احتمال  ضرب احتمال تک حاصل ؛ یعنیمستقل باشند پیشامدهااست که 

ها طی دو مرحله یا بیش از دو مرحله انجام  . برخی آزمایشاستاشتراک آنها برابر 
 شود. ی بیز و استفاده از نمودار درختی پیشنهاد می حالت، قضیه شوند که در این می



 تمرین
 بنویسید. ار سکه دو پرتابحاصل از  ای نمونه . فضای1- 6

 است، فضای شده چاپ« گرم 5250وزن »لوبیا، عبارت  کنسرو قوطی روی . بر2- 6
 بنویسید.  را کنسرو های قوطی وزن ای نمونه

گیری شود. اگر حد بالایی را با  ی جوش باید اندازه های برشی دو نقطه . مقاومت3- 6
U ی جوش را بنویسید. برشی دو نقطه  ای مقاومت ای نمونهمشخص کنیم، فض 
 نوروز، فضای ایام در پاسارگاد باستانی از اثر گروه هر بازدیدکنندگان تعداد . برای4- 6

 بنویسید.  مناسبی ای نمونه
شود. فضای  . در ساخت بال یک هواپیما از تعداد زیادی میخ پرچ استفاده می5- 6

 های خراب در بازرسی یک بال هواپیما را بنویسید. ای تعداد میخ پرچ نمونه
ریزیم، اگر  کنیم، اگر شیر بیاید، تاسی را یک بار می ای را یک بار پرتاب می . سکه6- 6

 ای مربوط را بنویسید. کنیم. فضای نمونه خط بیاید، سکه را دوبار دیگر پرتاب می
} {. اگر 7- 6 100  xxS ،} { 83  xxA و ،} { 105  xxB ،

 پیشامدهای زیر را تعیین کنید.
BAج.      BAب.      BAالف.         .دBA  

درس  نفر 117نفر درس آمار،  131نفری دانشجویان یک دانشکده،  255. از گروه 8- 6
اند. چند نفر از این دانشجویان  نام کرده فرد در هر دو درس ثبت 71، و ریاضی عمومی

 اند؟ نام نکرده در هیچ یک از این دروس ثبت
که به  ترتیب هستند که خودروهایی پیشامدهایی به N، وE ،T، 7- 1. در شکل 9- 6

دنده، یا تایرهای نو دارند.  تعمیر کامل موتور، تعمیر جعبه اند نیاز به تعمیرگاهی آورده
 پیشامدهایی را که با

   ،5ج.ناحیه     ،3ب. ناحیه     ،1الف. ناحیه 
 باهم، 1 و ،7 ،3 و. نواحی  باهم، 7و  2 . نواحیه  باهم، 6و  1 د. نواحی

 ت بیان کنید.در قالب کلما ،شوند نشان داده می
 



 
 7- 1. شکل مورد نیاز برای تمرین 5-6شکل 

و شکل مربوطه، ناحیه یا ترکیبی از نواحی را فهرست  7- 1. با رجوع به تمرین 11- 6
 کنید که معرف پیشامدهایی برای خودروهایی توصیف شده باشد.

 دنده، ولی نه تعمیر کامل موتور و نه نیاز به تایر نو،  الف. تعمیر جعبه
 دنده، ب. تعمیر کامل موتور و تعمیر جعبه

 دنده یا نیاز به تایر نو ولی نه تعمیر کامل موتور، ج. تعمیر جعبه
 د. نیاز به تایر نو.

)(/20باشند و  Sای  نمونه فضای در پیشامد دو Bو  Aاگر . 11- 6 AP ،
60/)( BP 70 و/)( BAP  مقادیر ،)( BAP  ،)( BAP  ،)( BAP  ،
)(و  BAP  دست آورید. را به 
)( ی ه. فرمولی برای محاسب12- 6 BAP   برحسب)(AP ،)(BP و ،)( BAP  

 ارائه دهید ) احتمال اینکه دقیقاً یکی از دو پیشامد رخ دهد(.
های زیر باشند، احتمال پیشامد Sای  نمونه فضای در پیشامد دو Bو  Aاگر . 13- 6

)(، و BP)(، AP)(را برحسب  BAP  دست آورید: به 
210تا، iالف. دقیقاً  ,,iاز پیشامدهای ، A  وB .رخ دهند 
210تا، iب. حداقل  ,,iاز پیشامدهای ، A  وB .رخ دهند 
210تا، iج. حداکثر  ,,iاز پیشامدهای ، A  وB .رخ دهند 

گذاری شده است. یک مهره  شماره 26 تا 1مهره است که از  26ای دارای  . جعبه14- 6
پذیر بر  ی عددی بخش پیشامد مشاهده Aکنیم. اگر  تصادف از این جعبه انتخاب می به



)(باشد، مقدار  3پذیر بر  ی عددی بخش پیشامد مشاهده Bو  2 BAP   را به دست
 آورید.

 ، نشان دهیدSای  نمونه فضای در پیشامد دو Bو  A. برای 15- 6
)()()(الف.  BPAPBAP ، 
1ب.  )()()( BPAPBAP . 

متناهی از پیشامدهای  ی هدنبال. به کمک استقرا ثابت کنید که برای هر 16- 6
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دادن یک پیشامد برحسب نسبت احتمال وقوع آن به احتمال عدم  . بخت رخ17- 6
شرط آنکه هیچ یک از دو احتمال صفر نباشد. بخت را معمولاً  شود، به وقوع آن داده می

کنند. اگر بخت اینکه  مشترک ندارند، بیان میبرحسب دو عدد صحیح مثبت که عامل 

باشد، نشان دهید که احتمال این پیشامد  bبه  aپیشامدی رخ دهد برابر 
ba

a
p


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 است.
 . توضیح دهید که چرا در هریک از احکام زیر اشتباهی وجود دارد:18- 6

 و احتمال اینکه رد شود 11/5اینکه فرهاد در امتحان وکالت قبول شود  الف. احتمال
 است. -36/5

 7بیش از  یا 6، و 3، 2، 1، 5 ب. احتمال اینکه یک منشی در تایپ گزارشی مرتکب
 است. 55/5، 57/5، 16/5، 31/5، 27/5، 12/5 ترتیب اشتباه شود به

محل  چک بدون 3بیش از  یا 2، 1، 5 که بانکی در روزی مفروض ج. احتمال این
 است. 65/5، 27/5، 21/5، 51/5 ترتیب دریافت کند به

 خیلی» ، بهرادیولوژی جدید دستگاه یک از برداری بهره ی هنحو اینکه . احتمال19- 6
، 12/5ترتیب  به بندی شود درجه «خیلی آسان» و «آسان» ،«متوسط» ،«سخت»، «سخت

برداری دستگاه به  بهره ی هد احتمال اینکه نحو، است. پیدا کنی51/5، 27/5، 36/5، 15/5
 بندی شود: های زیر درجه یکی از صورت

 و نه خیلی آسان،  سختب. نه خیلی    ، سختیا خیلی  سختالف. 
 د. متوسط یا بهتر.     ج. متوسط یا بدتر، 



 ،26/5 ،17/5 های تواند با احتمال . شرکت ایران خودرو برای تأمین لاستیک، می21- 6
 F، یا A ،B ،C ،D ،Eهای  به ترتیب از شرکت 51/5 ،22/5، 21/5، 53/5

 یین کنید.های زیر تع خریداری کند. احتمال خرید لاستیک را در هریک از حالت
 باشد، E یا A ،Cب. از شرکت    باشد، Eیا  Bالف. از شرکت 

 باشد. E، یا A ،C ،Dد. از شرکت    باشد، Fیا  Cج. از شرکت 
تا  1کاغذ قرمز که از  ه، ده تک25تا  1کاغذ سفید که از  ه. در کلاهی بیست تک21- 6

گذاری  ارهشم 15تا  1، و ده تکه کاغذ آبی که از 65تا  1، چهل تکه کاغذ زرد که از 15
قسمی که تمام  کنیم به تکه کاغذ را کاملاً مخلوط 15اند ریخته شده است. اگر این  شده

کنید احتمال استخراج  باشند، پیدا تکه کاغذها در موقع استخراج احتمال برابر داشته
  :یک تکه کاغذ را که

 الف. آبی یا سفید باشد، 
 باشد،  7، یا 6، 3، 2، 1 ی هشمار ب. به
 باشد،  6، یا 3، 2، 1 ی هز یا زرد و با شمارج. قرم

 باشد،  37، 27، 17، 7 ی هشمار د. به
 باشد. 21 بزرگتر از ی هیا زرد و با شمار 12ای بزرگتر از  . سفید و با شمارهه
اینکه  اش دو دستیار دارد. احتمال کارهای تحقیقاتی در شناسی . یک استاد زیست22- 6

تر در روز  ، و احتمال اینکه دستیار جوان51/5 غیبت کند تر در روز معینی دستیار مسن
است.  52/5 ، و احتمال اینکه هر دو در روز معینی غایب باشند57/5غیبت کند  معینی

 :پیدا کنید احتمال اینکه
 الف. حداکثر یکی از هردو دستیار در روز معینی غایب باشند،

 شد،ب. حداقل یکی از دو دستیار در روز معینی غایب نبا
 ج. فقط یکی از دو دستیار در روز معینی غایب باشد.

های شرطی در سه اصل موضوع احتمال صادقند، به  . نشان دهید که احتمال23- 6
 آنگاه 0)(BPعبارت دیگر نشان دهید که اگر 

)|(0الف.  BAP، 
)|(1ب.  BBP، 

 ،...1A،2Aدو ناسازگار  از پیشامدهای دوبهج. برای هر دنباله 



.)|()|()|(   BAPBAPBAAP 2121 
)|()|(دهید که  های عددی نشان . به کمک مثال24- 6 ABPABP ، 

 باشد، 1الف. ممکن است مساوی 
 باشد. 1ب. لازم نیست مساوی 

)(0دهید که به شرط  . نشان25- 6 CBAP ، 

).|().|().|().()( CBADPBACPABPAPDCBAP   
 ، با داشتن شرایطC، وA،B. برای سه پیشامد26- 6

0)( CBAP   و)|()|( BCPBACP  
)|()|(نشان دهید که  BAPCBAP . 

داوطلب وجود  75ی تصدی شغلی در بخش خبری یک ایستگاه تلویزیون، . برا27- 6
اند، و برخی نیستند، برخی از آنها حداقل سه  التحصیل دانشگاه دارند. بعضی از آنها فارغ

 است: 2 - 1جدول صورت  سال سابقه کار دارند و برخی ندارند. جدولی تفکیکی به
 25-1. اطلاعات تمرین 2-6جدول 

 

 دانشگاه نرفته یل دانشگاهالتحص فارغ 

 7 11 تجربه سال با سه حداقل

 25 31 سه سال تجربهکمتر از

 

پیشامدی  Gمدیر ایستگاه، تصادفی باشد،  ی هداوطلبان به وسیل ی هاگر ترتیب مصاحب
 Tالتحصیل دانشگاه است، و  شود فارغ است که اولین داوطلب که مصاحبه می

کار دارد.  ی هشود حداقل سه سال سابق پیشامدی است که اولین داوطلبی که مصاحبه می
های سطری و ستونی  جمع ها و حاصل های زیر را مستقیماً از درایه هر یک از احتمال
 جدول تعیین کنید.

TP)(ب.      ،GP)(الف.  ،    .ج)( TGP ،  
)(د.  TGP ،    .ه )|( GTP،   .و)|( TGP . 
 برید. کار های زیر به . نتایج تمرین قبل را برای تحقیق درستی تساوی28- 6
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)|()(اگردهید که  . نشان29- 6 BPABP   0و)(BP آنگاه ،
)()|( APBAP . 
تصادف و  مهره به 7ی سیاه است.  مهره 1 ی سفید و مهره 6 ای شامل . جعبه31- 6

 شود. ها کنار گذاشته می جایگذاری از این جعبه و بدون نگاه کردن به رنگ مهره بدون
ی انتخابی سفید  داً از این جعبه انتخاب شود، احتمال اینکه مهرهالف. اگر یک مهره مجد

 باشد چقدر است؟
ب. اگر دو مهره مجدداً به تصادف از این جعبه انتخاب شود، احتمال اینکه دقیقاً شامل 

 ی سفید باشد چقدر است؟ یک مهره
فی ی تصاد ی سیاه است. یک نمونه مهره 6ی سفید و  مهره 1ای شامل  . جعبه31- 6
 شود. جایگذاری از این جعبه انتخاب می تایی بدون6

های دوم و سوم سفید باشند در حالی که بدانیم نمونه دقیقاً  الف. احتمال این را که مهره
 دست آورید. ی سفید است به مهره 3شامل 

ی  مهره 2ی اول سفید باشد در حالی که بدانیم نمونه شامل  ب. احتمال این را که مهره
 دست آورید. ت بهسفید اس

 7ی سفید و  مهره 3ی اول  که در جعبه طوری . سه جعبه را در نظر بگیرید، به32- 6
ی  مهره 2ی سیاه و در جعبه سوم  مهره 6ی سفید و  مهره 1ی دوم  ی سیاه، در جعبه مهره

ی سیاه است. اگر یک مهره به تصادف از هر جعبه انتخاب شود، احتمال  مهره 6سفید و 
ی سفید  مهره 2که دقیقاً  ی اول سفید باشد به شرط آن ی انتخابی از جعبه هرهاینکه م

 انتخاب شده باشد، چقدر است؟
  :مستقل باشند، آنگاه Bو  A. نشان دهید که اگر دو پیشامد 33- 6

 اند، مستقل Bو  Aالف. دو پیشامد 
 اند. مستقل Bو  Aب. دو پیشامد 

 Aوابسته باشند، آنگاه پیشامدهای  Bو  Aدهید که اگر پیشامدهای  . نشان34- 6
 اند. وابسته Bو
)()()()(نشان دهید که  1- 1. با رجوع به شکل 35- 6 CPBPAPCBAP  ،

 دو مستقلند. همگی دوبه C، و A ،Bدهد که پیشامدهای  الزاماً نتیجه نمی



 Cاز  Aمستقل و  Bاز  Aگر نشان دهید که ا 1- 1. با رجوع به شکل 36- 6
 مستقل نیست. Cالزاماً از  Bمستقل باشد، آنگاه 

 Cاز  Aمستقل و  Bاز  Aنشان دهید که اگر  1- 1. با رجوع به شکل 37- 6
 مستقل نیست. CBالزاماً از  Aمستقل باشد، آنگاه 

 
 35- 1و ، 31- 1، 37- 1های  . شکل مورد نیاز برای تمرین6- 6شکل 

 مستقل باشند، نشان دهید که  C، و A ،B. اگر سه پیشامد 38- 6
 اند، مستقل CBو  Aب.   اند، مستقل CBو  Aالف. 

12باید  ،پیشامد مستقل باشد k. نشان دهید برای اینکه 39- 6  kk  شرط برقرار
 باشد.

قسمی دستکاری شده است که احتمال آمدن شیر و خط به ترتیب  . سکه ای به41- 6
 است. اگر این سکه سه بار پرتاب شود، احتمال به دست آوردن 61/5و  72/5

 ه شیر،الف. س
 ب. دو خط و یک شیر با همین ترتیب.

. اگر پنج کامیون از ده کامیون حمل بار شرکتی، استانداردهای مربوط به میزان 41- 6
دود اگزوز را نداشته باشند و سه تا از آنها برای بررسی انتخاب شوند، احتمال آنکه 

 چقدر است؟ های منتخب استانداردهای مذکور را نداشته باشد هیچ از یک کامیون
تای آنها تقلبی 1طلای موجودی یک صراف که  ی هسک 17. اگر شخصی از 42- 6

های منتخب همه تقلبی باشند  تصادف انتخاب کند، احتمال آنکه سکه سکه به 6است 
 چقدر است؟



بدهی مشتریانی را که حق نسیه   حساب . یک فروشگاه بزرگ، ماهیانه، صورت43- 6
ی که بلافاصله در یک ا فرستند. فروشگاه دریافته است مشتری بردن دارند برای آنها می
ماه بعد نیز بلافاصله بدهی خود را  7/5 پردازند با احتمال ماه بدهی خود را می

که در ماه بعد  پردازند، اما اگر در یک ماه بدهی خود را بلافاصله نپردازد احتمال این می
 است. 6/5 اش را بپردازد بلافاصله بدهی

ی که در ماهی بلافاصله بدهی خود را پرداخته ا مطلوب است احتمال آنکه مشتریالف. 
 اش را بپردازد؟ است در سه ماه بعد نیز بلافاصله بدهی
ی که در ماهی بلافاصله بدهی خود را نپرداخته ا ب. مطلوب است احتمال آنکه مشتری

بعد از آن فوراً بدهی خود اش را فوراً نپردازد و آنگاه ماه  است در دو ماه بعد نیز بدهی
 را بپردازد.

 به تولیدکننده سه از را خود موردنیاز های بلبرینگ خودروسازی، ی هکارخان یک .44- 6
 تهیه ،3 ی هتولیدکنند از %25 و 2 ی هتولیدکنند از %35 ،1 ی هتولیدکنند از %75 شرح:

 کیفیت کنترل دارداستان که داند می خودروسازی شرکت گذشته ی تجربه براساس کند. می
 از %2 ،1 تولیدی محصولات از %2 که طوری به نیست، یکسان تولیدکننده سه این

 از نسبتی چه هستند. معیوب ،3 تولیدی محصولات از %6 و ،2 تولیدی محصولات
 هستند. معیوب ،خودروسازی کارخانه ی هشد خریداری های بلبرینگ

 از بلبرینگ اینکه احتمال باشد، معیوب یانتخاب بلبرینگ اگر ،66- 1 تمرین در .45- 6
 است؟ چقدر باشد 2 تولیدی محصولات

 یک شامل II ی هجعب و است سیاه مهره 7 و سفید مهره 3 شامل I ی جعبه .46- 6
 و انتخاب I ی هجعب از تصادف به مهره دو است. سیاه ی مهره یک و سفید ی مهره
 II ی هجعب از تصادف به مهره یک و کنیم می منتقل II ی هجعب به کردن نگاه بدون

 کنیم. می انتخاب
 است؟ چقدر استخراج شده باشد II جعبه از سفید ی مهره اینکه احتمال الف.
 سفید ی مهره ی مشاهده شرط به ،II به Iی هجعب از سفید های مهره قالانت احتمال ب.
 است؟ چقدر ،IIی  هجعب از



 3 شامل IIی جعبه و است سیاه ی مهره 6 و سفید ی مهره 2 شامل I ی جعبه .47- 6
 این از مهره دو و انتخاب تصادف به جعبه یک است. سیاه ی مهره 2 و سفید ی مهره
  شود. می انتخاب جعبه
 است؟ چقدر باشند، سفید مهره دو هر اینکه احتمال الف.
 چقدر دنباش سفید مهره دو هر آنکه شرط به شود انتخاب II ی هجعب اینکه احتمال ب.

 ست؟ا

 ای خودآزمایی چهارگزینه
بار عدد شش،  ی حداقل یک مشاهده Aکنیم. پیشامد  بار پرتاب می تاسی را شش. 1- 6
های اول، دوم، و سوم است. تفاضل متقارن این دو  ی عدد شش در مرتبه مشاهده Bو 

 پیشامد با کدام گزینه یکی است؟
 BAد.      Bج.     Aب.     BAالف. 

ی  مهره سیاه است، احتمال آنکه مهره 7مهره قرمز و  6ای که حاوی  در جعبه. 2- 6
 قرمز انتخاب شود، چقدر است؟
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  ها جزء اصول موضوع احتمال نیستند؟ یک از گزینه کدام. 3- 6
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)()()(ج. برای هر دو پیشامد ناسازگار  BPAPBAP     
)()(آنگاه  BAگر د. ا BPAP  
( در چهار رنگ در دوازده اندازهها  پیراهن) پیراهن وجود دارد 61در یک بسته . 4- 6

و دو  اندازهدارای یک  پیراهنسه احتمال آنکه کنیم.  به تصادف اختیار می پیراهنپنج 
 است؟ باشند، چقدر اندازهدیگر هم دارای یک  پیراهن
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)(/50دو پیشامد ناسازگار هستند و  Bو  Aبا فرض اینکه . 5- 6 AP  و
20/)( BP آنگاه مقدار ،)( BAP  برابر کدام گزینه است؟ 

 /40د.      /30ج.     /20ب.     /50الف. 
baسفید، و در ظرف دوم  ی همهر bآبی، و  ی مهره a در ظرف اول. 6- 6  ی همهر 

ای به تصادف انتخاب نموده در  سفید وجود دارد. از ظرف اول مهره ی همهر bآبی، و 
 آبی باشد چقدر است؟ ی هدهیم. احتمال آنکه در بار دوم مهر ظرف دوم قرار می
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baسفید، و در ظرف دوم  ی همهر bآبی، و  ی همهر aدر ظرف اول . 7- 6  ی همهر 
ای به تصادف انتخاب نموده در  سفید وجود دارد. از ظرف اول مهره ی همهر bآبی، و 

انتخابی در بار دوم آبی است، شانس آنکه  ی هدهیم. اگر بدانیم مهر ظرف دوم قرار می
  آبی بوده، چقدر است؟ ی هدر بار اول نیز مهر
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ی  رابطه. 8- 6     BPAPBAP  چه شرطی برقرار است؟ در 
 الف. همواره برقرار است.

 ب. برای دو پیشامد مستقل برقرار است.
 ج. برای دو پیشامد ناسازگار برقرار است.

 د. برای دو پیشامد غیرتهی برقرار است.
xCPBPAPاگر . 9- 6  شند، آنگاه مقدار و سه پیشامد مستقل با  )()()(
)( CBAP  برابر کدام گزینه است؟ 

3233الف.  xxx     .بx3    .ج xx 13     .د 213 xx  
رخ دهد با کدام گزینه برابر  Bو  Aدقیقاً یکی از دو پیشامد اینکه احتمال . 11- 6

 است؟
الف.  BAP     .ب BAP     .ج BAP      .د   BPAP  

  است؟ نادرستکدام گزینه . 11- 6



ف. ال     BPAPBAP      .ج     BPAPBAP  
ب.      BPBAPAP          .د     BPAPBAP  

اگر . 12- 6  60/AP  و  70/BP  و  60/| BAP آنگاه دو پیشامد ،
 .............. هستند.

 د. متمم   ج. ناسازگار  ب. وابسته     الف. مستقل  
اگر . 13- 6  60/AP  و  70/BP  و  0BAP ، آنگاه دو پیشامد .............. |

 هستند.
 د. متمم   ج. ناسازگار  ب. وابسته     الف. مستقل  

اگر . 14- 6    10/||  BDPADP ،  30/AP و ،  70/BP  آنگاه مقدار
 DP برابر کدام گزینه است؟ 
 /40د.      /30ج.     /10ب.     /20الف. 

است.  7/5کردن هریک برابر کاره احتمال . دستگاهی دارای دو قسمت است ک15- 6
کند. احتمال آنکه دستگاه از کار بیفتد چقدر است؟  دستگاه با حداقل یک جزء کار می

 /990د.      /090ج.     /010ب.     /810الف. 
 



 

 

 هفتم فصل
 

 

 افزار محاسبات با نرم

 
 

 هدف کلی

های آماری را  افزار آماری که دانشجو را قادر سازد محاسبات پروژه آشنایی با یک نرم
 در آن محیط انجام دهد. 

 های یادگیری هدف

 خواننده پس از یادگیری این فصل باید بتواند:
 افزار نماید. ها را وارد نرم انواع داده -
 لازم برای ساخت یک جدول آماری اجرا کند.دستورات  -
 افزار، ترسیم نماید. کمک نرم انواع نمودارهای آماری را به -
)دامنه، انحراف معیار،  پراکندگی، )میانگین، میانه، نما، ...( انواع معیارهای مرکزی -

 آمده است که در فصول دوم الی چهارم را و معیارهای ارزیابی فراوانی واریانس، ...(
 افزار محاسبه نماید. کمک نرم به
 را انجام دهد.  ی چند سری داده دستورات لازم برای محاسبه -
 های دیگر انتقال دهد.  افزار را به محیط های نرم خروجی -

 



  مقدمه
و آسان  1نصب رایگان دلیل عنوان یک ابزار محاسباتی، بیشتر به به« آر»افزار  انتخاب نرم

است. همچنین  2افزاری توسط مولفان های نرم بسته کردنای اضافه و بازبودن منابع آن بر
گام باشد  های علم آمار هم شود با آخرین یافته رسانی آن که موجب می روز های به قابلیت

افزار را  د. این فصل آموزش کامل نرمشو افزار محسوب می های این نرم برتری  از جمله
اً در سطحی است که بتواند محاسبات آمار در بر ندارد و آنچه آورده شده است صرف

ابتدا چند دستور ساده ولی پرکاربرد برای ورود اطلاعات را  توصیفی را انجام دهد.
افزار انجام  کنیم در هر بخشی، محاسبات یک فصل را با نرم دهیم و سعی می شرح می

 دهیم.

 ی ورود اطلاعات هنحو 1- 7
شوند،  ها وارد می افزار داده کنیم که در محیط نرم این بخش، از دستوراتی استفاده می در

های اطلاعاتی داده را  تواند از سایر محیط ای است که می گونه افزار به قابلیت نرم هرچند
  بپذیرد و یا اطلاعات را به زبان آنها انتقال دهد.

اولین  ... این است که ها و ت، متغیرها، بردارها، ماتریسگذاری مقادیر ثاب ی نام قاعده
های صفر الی نه  توانند رقم باشد و مابقی کاراکترها می a-zیا  A-Zاز حروف  ،کاراکتر

، بین حروف «آر»ی آنها باشند. در محیط  و یا ترکیبی از همه« _»و یا زیرخط ».« یا 
تایپ  Aحرف  ،در فراخوان aاگر به جای حرف  د.نشو بزرگ و کوچک تمایز قائل می

 ضمن آشنایی 1- 7شکل  شناسد. را نمی که این شئ دهد یی میخطاافزار پیام  نرم ،شد
چند مثال از تخصیص عدد و کارکتر و همچنین افزار،  با محیط نرم نمودن خواننده

راست  خاکستری که در حاشیه سمت قسمت دهد. محاسبات جبری را نشان می
افزار  در محیط نرمهای دیگر  ید، برای نمایش همزمان نمودارها و پنجرهیفرما ملاحظه می

 است.

____________________________________________________________________ 
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 افزار چند مثال از تخصیص یک ثابت، محاسبات جبری در محیط نرم .1-7شکل 

ی از اعداد را انجام  ا ساخت بردار رشته و که ورود اطلاعاترا چند تابع مهم 
، (.)c(.) ،scan() ،repهایی توابع  ، همراه با مثال2- 7شکل  کنیم. دهند معرفی می می

seq(.) گونه که در مثال آمده است، عملیات جبری  همان دهد. را نشان می« :»گر و عمل
 شدنی است. بردارها با دستوراتی که برای حالت ثابت مطرح شد، انجام  روی این



 
 افزار ند مثال مختلف از ورود اطلاعات در محیط نرمچ .2-7شکل 

 ساخت جدول آماری و رسم نمودارها 2- 7
طور مستقیم اطلاعات وارد محیط  شویم که به تی آشنا میبا دستورااین بخش،  در
افزارها و  کمک دستوراتی اطلاعات از سایر نرم توان به شود. هر چند که می افزار می نرم

 افزار آر منتقل کرد. های اطلاعاتی به محیط نرم یا بانک



 و ها دهی داده ، اولین گام الزامی در سازمان1- 2بخش فصل دوم در در شروع 
توان از کوچک به بزرگ  ها را می داده (.)sortکمک تابع  سازی آنها بیان شد. به مرتب
ترتیب از  همچنین برای یافتن بزرگترین و کوچکترین مقدار به ( [2])دستور د.کرمنظم 
ی  محاسبه ([4]و   [3]دستورات ) توان استفاده نمود. می (.)minو  (.)maxتوابع 

ه ترکیبی از عملیات جبری و یک تابع لگاریتمی است در فرمول تجربی تعداد طبقات ک
 ([5] )دستور های زیر نوشته شده است. فرمان

[1]> x=scan() 
44.0  35.4  28.4  37.0  46.0  35.4  19.4  20.4  56.4  43.2 
36.2  38.4  49.2  31.8  86.4  12.6  27.4  14.0  39.4  39.4 
15.8  28.8  38.0  44.0  38.4  74.0  23.0  11.4  39.8  30.2 
29.2  40.6  49.6  30.4  12.2  123.8 42.0  47.0  32.4  39.2 
35.2  56.4  31.0  45.0  90.2  100.0 39.0  37.0  49.4  28.2 
12.6  27.0  47.8  52.6  41.0  40.0  28.0  23.6  37.6  37.8 
30.0  48.5  18.0  41.0  22.6  24.2  89.6  90.4  43.0  29.8 
56.2  24.8  12.6  53.6  125.4 16.2  39.0  40.8  33.6  39.4 
45.6  37.4  18.0  50.6  103.4 52.4  20.2  64.6  22.2  60.0 
42.2  42.0  16.2  108.2 44.0  42.6  39.4  37.6  41.4  40.4 
 

[2]> y=sort(x)       
[3]> xmin=min(x)     
[4]> xmax=max(x)     
[5]> xk=1+3.3*log(length(x)) 

شمارش  .رده انجام دهید هفتبندی را در   رده خواهید می فرض کنید در این مثال
 به شرح ذیل انجام دهید. یتوانید از دستورات فراوانی هر رده را می

[6]> xl=(xmax-xmin)/7 
[7]> xl 
[8][1] 16.28571 
[9]> f1=sum(((xmin-0.05)<x)&(x>xmin+xl)) 
[10]> f2=sum(((xmin+xl)<x)&(x>xmin+2*xl)) 
[11]> f3=sum(((xmin+2*xl)<x)&(x>xmin+3*xl)) 
[12]> f4=sum(((xmin+3*xl)<x)&(x>xmin+4*xl)) 
[13]> f5=sum(((xmin+4*xl)<x)&(x>xmin+5*xl)) 
[14]> f6=sum(((xmin+5*xl)<x)&(x>xmin+6*xl)) 
[15]> f6=sum(((xmin+6*xl)<x)) 
[16]> f6=sum(((xmin+5*xl)<x)&(x>xmin+6*xl)) 
[17]> f7=sum(((xmin+6*xl)<x)) 
[18]> c(f1,f2,f3,f4,f5,f6,f7) 
[19][1] 78 31 11  9  5  2  2 



قابل انجام باشد ولیکن نیز های دیگری  نوشتن این محاسبات از راهممکن است اگرچه 
 رسد این شیوه موثرتر باشد. نظر می برای آموزش جداول آماری به

افزار کنیم و نمودار مناسبی برای  را وارد نرم 4- 2اطلاعات جدول خواهیم  میحال 
و با دستور  شوند میوارد  (.)repع ها با تاب داده دستورات زیرطبق آنها رسم کنیم. 

table(.) در فرمان سوم با دستور  ویابند،  ساختار یک جدول را میplot(.)  را نمودار
 .کنند رسم می 4- 2برای جدول 

> xdata=rep(c("IT","Com","Math","Stat"),c(41,47,28,11)) 
> table(xdata) 

xdata 
 Com    IT   Math   Stat  
  47       41      28      11  

> plot(table(xdata),xlab="Coures",ylab="frequency",col=c(1,2,3,4)) 

 

 
 4- 2های جدول  داده ای نمودار میله .1 -7 نمودار

ای نیز برای توصیف آنها  از نوع عددی نیستند، نمودار دایره 4- 2های جدول  چون داده
ای نیز ترسیم  توان نمودار دایره شرح ذیل، می، به  (.)pieشود. با دستور  کار گرفته می به
توان با  ای رسم شده است که می ای از نمودار دایره نمودار ساده 2 -7نمودار در  د.کر

ها، نمایش درصدها، نمایش  ، تغییر رنگ(.)pieهای دستور  استفاده از سایر شناسه



 ها، ... را به نمودار افزود. فراوانی
>pie(table(xdata)) 
 

 
 1- 2ای اطلاعات جدول  نمودار دایره .2 -7 مودارن

های مربوط به اکسید سولفور منشتره در هوا  در فصل دوم ملاحظه شد که داده
د. آنچه در دستورات این ش 7- 2( طی مراحلی تبدیل به جدول آماری 5- 2)جدول 

م دهد. افزار انجا ی محاسبات دستی را با نرم تواند کلیه خوبی می هبخش آمده است ب
ها، مطابق شرح در  داده پردازیم. افزار می به کمک نرمنگار  حال به رسم نمودار بافت

را انجام  3- 7نمودار ترسیم  (.)histاند و دستور  وارد شده (.)scanذیل، با دستور 
ها در شش رنگ  منجر به نمایش مستطیل (.)histدر دستور  colی  شناسه اند. داده

 است. شده مختلف
> Sulfurdioxide=scan() 
1: 15.8  26.4  17.3  11.2  23.9  24.8  18.7  13.9   9.0  13.2 
11: 22.7  9.8   6.2  14.7  17.5  26.1  12.8  28.6  28.6  23.7 
21: 26.8  22.7  18.0  20.5  11.0  20.9  15.5  19.4  16.7  10.7 
31: 19.1  15.2  22.9  26.6  20.4  21.4  19.2  25.6  16.9  19.0 
41: 18.5  23.0  24.6  20.1  16.2  18.0  7.7  13.5  23.5  14.5 
51: 14.4  29.0  19.4  17.1  20.8  24.3  22.5  24.6  18.4  18.1 
61: 8.3   21.9  12.3  22.3  13.3  11.8  19.3  20.0  24.7  31.8 
71: 25.9  10.5  15.9  27.5  18.1  17.9  9.4   24.1  20.1  28.5 
81:  
Read 80 items 
> hist(Sulfurdioxide,col=1:6) 

 



 
 افزار ی نرم وسیله به 5- 2نگار اطلاعات جدول  بافت .3-7 نمودار

 توانیم از دستورات زیر استفاده کنیم:  برای نمودار چندبر فراوانی می
های از قبل مشخص شده همراه با  های رده که جدول فراوانی را با کران (.)plotدستور 
کنیم. در واقع این  ی اولش وارد می در شناسه (.)tableهایشان را در به صورت  فراوانی

کند. در ادامه با دستورات  ای را ترسیم می قسمت از نمودار، حالت نمودار میله
segments(.) هنگام انجام  به شود. نگار ترسیم می ها روی نمودار بافت خط پاره

در  های مختلف در رنگ ییها خط پارهصورت  بهرا  4- 7نمودار افزار،  دستورات در نرم
 ملاحظه خواهید کرد. افزار خروجی نرم

plot(table(rep(c(6.95,10.95,14.95,18.95,22.95,26.95,30.95),c(3,10,14,25,17
,9,2))),ylab=" ") 
segments(4.95,0,6.95,3,col=1) 
segments(6.95,3,10.95,10,col=2) 
segments(10.95,10,14.95,14,col=3) 
segments(14.95,14,18.95,25,col=4) 
segments(18.95,25,22.95,17,col=5) 
segments(22.95,17,26.95,9,col=6) 
segments(26.95,9,30.95,2,col=4) 
segments(30.95,2,32.95,0,col=8) 

 



 
 5 -2نمودار چندبر فراوانی اطلاعات جدول . 4 -7نمودار 

توان از  کار رفته می ها به خط که برای رسم پاره را یو تکرار  دستورات مشابه
 موجود است، نیز انجام داد. forها مانند  دستوراتی که برای اجرای حلقه

- 2ربوط به مثال ، م4- 2ای که برای اطلاعات جدول  نمودار میلهلازم به ذکر است 
تکرار کار رفته،  به 1- 7 نمودارمانند عملیاتی که در  توانیم میهم رسم شده است را  5

د ازای هر رده یک مستطیل اختصاص ده به صورتی که به را نمودار یدکنیم. اگر مایل
- 7 نمودارها در  جدایی بین مستطیل .کنید، آنگاه از دستورات زیر استفاده نمایش دهید

 ودن نوع متغیر است.ب حاکی از گسسته 5
Daysoff<-rep(0:3,c(97,35,17,14)) 
barplot(table(Daysoff),col=1:4) 



 
 5- 2ای برای اطلاعات مثال  میلهنمودار  .5 – 7نمودار 

ها و نمایشی  سازی داده که در فصل دوم بیشتر برای مرتب را وبرگ نمودار ساقه
های  انجام دهیم. داده (.)stem توانیم با دستور جهت توصیف اطلاعات ارائه شد، می

وبرگ را از  ، نمودار ساقه3 -7در شکل را در نظر گرفته، و مطابق دستورات  2- 2مثال 
  افزار مشاهده کنید. نرم

 

 
 2- 2های مثال  وبرگ با داده ی انجام یک نمودار ساقه هنحو .3 -7شکل 



 ی معیارهای مرکزی و پراکندگی  محاسبه 3- 7

ها و  ها و توابع متنوعی وجود دارد که قادر به انجام پروژه برنامه« آر»افزار  م در نر

ی  در محاسبهکه کنیم  محاسبات مورد نیاز آماری است. ما در اینجا به توابعی اکتفا می

که در را توابعی  9- 7جدول  اند. فصل سوم مطرح شدهمعیارهای مرکزی و پراکندگی 

 دهد.  نشان می ،توصیفی سودمند هستند محاسبات آمار

 افزار برخی توابع پرکاربرد در نرم .9-7 جدول
 مثال خروجی تابع

sum(.) مجموع > sum(c(1,3,6)) 

[1] 10 

prod(.) ضرب حاصل > prod(1:3) 

[1] 6 

mean(.) میانگین > mean(c(1,3,6)) 

[1] 3.333333 

median(.) میانه > median(c(1,3,6)) 

[1] 3 

quantile(.) 
 quantile(1:99) < د چندکنمایش چن

  0%   25%      50%     75%    100%  
 1.0   25.5   50.0   74.5   99.0 

IQR(.) چارکی میان انحراف > IQR(c(2,3,4,2,3,4,6,7)) 

[1] 1.75 

var(.) واریانس > var(c(2,3,4,2,3,4,6,7)) 

[1] 3.267857 

sd(.) انحراف معیار > sd(c(2,3,4,2,3,4,6,7)) 

[1] 1.807722 

برای نمایش همزمان میانه، چارک اول، چارک  ،(.)summaryهمچنین از تابع 

 کنیم. سوم، و کوچکترین و بزرگترین مشاهده استفاده می
> summary(c(1,3,6)) 
   Min. 1st Qu.  Median    Mean 3rd Qu.    Max.  
  1.000   2.000   3.000   3.333   4.500   6.000 

تر مانند گشتاورهای مرکزی،  برخی محاسبات نسبتاً طولانیذکر است که لازم به 

با  (.)kurtosis، و (.)moment(.) ،skewnessترتیب با توابع  چولگی و کشیدگی به



 شود. ( فعال می library(e1071)ی فرمان  وسیله )یا به e1071ی  بستهب نص

را با ( آمده است، 21- 3رمول )ر فها مانند آنچه که د ی برخی کمیت محاسبهتوانیم  می

ی میانگین انحرافات  یک مثال برای محاسبه ادامه. در دست آورد به خط دستور لازم یک

 تابع قدرمطلق است.نمایش ، (.)absایم. تابع  از میانه را آورده
> x=c(2,5,3,7,1) 
> mean(abs(x-median(x))) 
[1] 1.8 

ی سوم، و چهارم که در  شتاور مرکزی مرتبهی گ توانیم برای محاسبه همین منوال می به

 روند، عمل کنیم. کار می ی معیارهای چولگی و کشیدگی به محاسبه
> mean((x-mean(x))^3) 
[1] 4.032 
> mean((x-mean(x))^4) 
[1] 37.9712 

از دستور  ،شد معیارهای مرکزی ترسیم می خط که با استفاده از- نمودار جعبه
boxplot(.)  های افقی و  در حالتخط - به مثال زیر که نمودار جعبه ود.ش انجام می

 (6 -7نمودار ) توجه کنید. ،اند رسم شدهعمودی، 
>  xboxdata=c(11,14,15,16,20,11,14,13,21( 
>  boxplot(xboxdata,horizontal=TRUE) 
>  boxplot(xboxdata) 

 

 
 خط در دو حالت افقی و عمودی-نمودارهای جعبه .6 -7 نمودار



 
 هفتم فصل ی خلاصه

های عددی  افزارهای آماری از ابزارهای توانمندی هستند که با آنها محاسبات کمیت نرم
در این فصل، با دستوراتی برای ورود اطلاعات و  سازد. پذیر می و پارامتری را امکان

دستورات لازم برای محاسبات معیارهای مرکزی شامل انواع ویرایش آنها آشنا شدیم. 
ها، میانه، نما و معیارهای پراکندگی شامل دامنه، انحراف معیار، و  ها، چندک ینمیانگ

دستورات ترسیم نمودارهای آماری نیز مطرح ه شد. ئارا هایی ، همراه با مثالواریانس
 گردید.

 تمرین
استفاده از  ی میزان هزینه»فرض کنید هدف یافتن پاسخ به این پرسش باشد که . 1- 7

ی آماری خودتان را تعریف کنید    . بدین منظور جامعه«اه چقدر است؟تلفن همراه در م
افزار به سوالات زیر  آوری نموده و با نرم تایی را جمع 55و سپس اطلاعات یک نمونه 

 پاسخ دهید؟
 دهندگان الف. متوسط سن پاسخ

 دهندگان ب. وضعیت آخرین مدرک تحصیلی پاسخ
 ن زن هستند.دهندگا ج. تعیین کنید چند درصد از پاسخ

 دست آورید؟ د. متوسط زمان استفاده از تلفن همراه در روز چقدر به
 تلفن همراه در ماه چقدر است؟ ی ه. متوسط هزینه

 ها را ترسیم کنید. و. نمودارهای مناسب برای هریک از یافته
منزل تا دانشگاه را از  )برحسب کیلومتر( ی ، میزان فاصله1- 7. مانند تمرین 2- 7

ای که برای رسیدن به دانشگاه از آن  هایتان جویا شوید و نوع وسیله کلاسی از همهریک 
کمک معیارهای توصیفی، و نمودارهای آماری، نتایج را به صورت  کنند. به استفاده می

  یک گزارش تهیه کنید.



 

 

‌ها‌مرجع
 جلد اول. دیباچه،، فارسی فالمعارةدایر(. 1531مصاحب، غلامحسین ) [1]

، مرکز نشر ای آمار و احتمال مفاهیم پایه .(1533بازرگان لاری، عبدالرضا، ) [2]

 دانشگاه شیراز.

، آستان قدس رضوی، آمار و احتمال مقدماتی .(1531) بهبودیان، جواد [5]

 و هفتم. دانشگاه امام رضا)ع(، ویرایش سوم، چاپ سی

 ، انتشارات تدوین.مبانی احتمال .(1533) ترابی، حمزه [4]

، انتشارات دانشگاه )ژئواستاتیستیک( زمین آمار .(1531) اصغر پاک، علی حسنی [3]

 تهران.

 دانشگاه شهید چمران.، احتمال(. 1513)عمیدی، علی  [1]

، آشنایی با آمار مقدماتی .(1533ی، مجتبی، بهرامی سامانی، احسان، )گنجعل [7]

 انتشارات نگارنده دانش.

ی  ، ترجمهی مقدماتی احتمال و فرآیندهای تصادفی نظریه. (1514چانگ ) لای کای [3]

 محمد قاسم وحیدی اصل، ابوالقاسم میامئی، مرکز نشر دانشگاهی.

ی دکتر علی عمیدی، دکتر  ترجمه، آمار ریاضی(. 1573الپول )جان فروند، دانلد و [3]

 محمد قاسم وحیدی اصل، مرکز نشر دانشگاهی.

ی هوشنگ  ، ترجمهپیمایش در تحقیقات اجتماعی(. 1571دواس، دی.ای ) [11]

 .نشرنی تهران. نایبی،

، تهران، های تحقیق در علوم اجتماعی روش(. 1572ساروخانی، باقر ) [11]

 اول. جلدپژوهشگاه علوم انسانی، 
[12] Ash, R. B. (1972), Real Analysis and Probability, New York 

Academic Press. 

[13] Cleveland, W. S., and McGill, R. (1984), Graphical Perception: 

Theory, Experimentation and Application to the Development of Graphical 

Methods, Journal of the American Statistical Association, 79, 531–554. 

[14] Kiyosi Ito (1987), Introduction to Probability Theory, Cambridge 

University Press. 



 

 

[15] Feller, William (1968), An Introduction to Probability Theory and 

Its Applications, Vols 1 and 2, New York, John Wiley. 

[16] Johnson, N. L. and Kotz, S. (1970), Continuous Univarate 

Distributions, Vols 1 and 2, New York, John Wiley. 

[17] Gordon and Breach (1970); Elementary Combinatorial Analysis, 

Science Publishers Inc, New York. 

[18] Heer, J., and Bostock, M. (2010), Crowdsourcing Graphical 

Perception: Using Mechanical Turk to Assess Visualization Design, in 

Proceedings of the 28th International Conference on Human Factors in 

Computing Systems, New York: ACM, CHI 10, pp. 203–212.  

[19] Hoel, P., Port, S. C. and Stone. C. J. (1971), Introduction to 

Probability Theory, Boston, Houghton, Mifflin Co. 

[20] Hogg, R. V. and Craig, A. T., (1973), Introduction to Mathematical 

Statistics, New York, Macmillan Publishing Co. 

[21] Hodges, J. L. and Lehmann, E. L. (1970), Basic Concepts of 

Probability and Statistics, Holden Day San Francisco. 

[22] Majumder, M, Hofmann, H. and Cook, D. (2013), Validation of 

Visual Statistical Inference: Applied to Linear Models, Journal of the 

American Statistical Association, 108:503, 942-956. 

[23] Ross, S. (1976), A First Course in Probability, New York 

Macmillan Publishing Co. 

[24] Schaeffer, R. L. and Mendenhall (1975), Introduction to probability 

Theory and Applications, North Scituate, Mass Duxbury Press. 

[25] Sevastynov, B. A. (1985), Problems in the Theory of  Probability, 

Mir Publishers, Moscow. 

[26] Simkin, D., and Hastie, R. (1987), An Information Processing 

Analysis of Graph Perception, Journal of the American Statistical 

Association, 82,454–465. 

[27] Tukey, J. W. (1977), Exploratory Data Analysis, Boston, MA: 

Addison-Wesley. 

 اضافه شود:

 
پيمايش در تحقيقات اجتماعي / دواس،دي.اي/)6731(، ترجمة هوشنگ نايبي /تهران/ 

 نشرني/چاپ اول
روش هاي تحقيق در علوم اجتماعي )جلد اول( / دكتر ساروخاني، باقر )6731( تهران / 

 پژوهشگاه علوم انساني/ چاپ اول
 



 ای چهارگزینه های خودآزمایی نامهپاسخ
 
 . ج 1- 1
 . الف 2- 1
 . ج 3- 1
 . د 4- 1
 . ج 5- 1
 . د 6- 1
 . الف 7- 1
 . ج8- 1
 . د9- 1
 . د11- 1
 . الف 1- 2
 . د2- 2
 . ب3- 2
 . الف4- 2
 . ب5- 2
 . الف6- 2
 . ج7- 2
 . الف8- 2
 . الف9- 2
 . ج11- 2
 . الف11- 2

 . الف12- 2
 . ج13- 2
 . ج14- 2
 . ب1- 3
 . ب2- 3
 . الف3- 3
 . الف4- 3
 . الف5- 3
 . ب6- 3
 . الف7- 3
 . ج8- 3
 . ب9- 3
 . د11- 3
 . د11- 3
 . ج12- 3
 . ب13- 3
 . الف14- 3
 . ج15- 3
 . ج16- 3
 . ج17- 3
 . ج18- 3

 . الف1- 4

 . الف2- 4

 . د3- 4

 . الف4- 4

 . الف5- 4
 . الف6- 4
 . الف 1- 5
 . ب 2- 5
 . الف 3- 5
 . الف 4- 5
 . الف 5- 5
 . الف 6- 5
 . الف 7- 5
 . ج 8- 5
 . الف 9- 5
 . الف 11- 5
 . د 11- 5
 . الف 12- 5
 . الف13- 5
 . ج14- 5
 . الف15- 5

 . ج16- 5
 . ب 17- 5
 . ب18- 5
 . ب19- 5
 . ج21- 5
 . الف 1- 6
 . الف 2- 6
 . د 3- 6
 . ج 4- 6
 . الف 5- 6
 . ج 6- 6
 . ب 7- 6
 . ج 8- 6
 . الف 9- 6
 . الف 11- 6
 . ب 11- 6
 . الف 12- 6
 . ج 13- 6
 . ب14- 6
 . ب15- 6

 



 

 

 

 ها پاسخ تمرین
 

 
 سازی تبریز جامعه: قطعات خاص تولیدی از ماشین . 1- 1

 نمونه: انتخاب تصادفی از قطعات به تعدادی معین  
 پیوسته است. –متغیر: طول عمر قطعه؛ متغیر از نوع کمی   

 جامعه: بیماران فشار خون بالا در تهران .2- 1
 ی فشار خون متغیر: اندازه  

 آموزان ایرانی دانشجامعه:  . 3- 1
آموزان  دیده با روش قدیمی و انتخاب دانش آموزان تعلیم نمونه: انتخاب دانش  
 شان ی وضعیت تحصیلی ش جدید و مشاهدهدیده با رو تعلیم
  متغیر: میزان یادگیری  

1 -4 . 
 پیوسته -مزد: نسبتی  دست

 پیوسته -زمان: نسبتی 
 جنسیت: اسمی

 رضایت از شغل: ترتیبی
 یت از درآمد: ترتیبیرضا

 میزان سواد: ترتیبی
 وضعیت تأهل: اسمی 

 پیوسته -ارتفاع: نسبتی 

 پیوسته -عمق: نسبتی 
 پیوسته -عرض جغرافیایی: نسبتی 

 پیوسته  -ارتفاع از سطح دریا: نسبتی 
 پیوسته -طول جغرافیایی: نسبتی 

 پیوسته -وزن ماهی: نسبتی 
 پیوسته –طول بال پرنده: نسبتی 

 

 . الف.4- 2



001100
100090910
91140149
77150158
62350357
27190196
808085

/

/

/

/

/

/

/

Frffm

 

 
 شرح ذیل است. ب. دستورات برای رسم نمودار به

> x2_1<-rep(5:10,c(8,19,35,15,14,9)) 
> table(x2_1) 
x2_1 
 5  6  7  8  9 10  
 8 19 35 15 14  9  
> plot(table(x2_1),ylab="frequency",col=2) 

 

 کنیم: ها را مرتب می ابتدا داده .1- 3
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 شود. تغییری ایجاد نمی .12- 3
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5 -1 .BA. 

هستند. لذا  7مضرب عدد  7و عدد  2مضارب عدد  8و  6  4  2اعداد  .2- 5
 هستند. 7یا  2مضارب اعداد  8و  7   6  4  2ی  مجموعه

 .BAضرب دکارتی  حاصل .3- 5

1234به  .4- 5  3یکی از  جفت جوراب و 4توان با انتخاب یکی از  حالت می 
 جفت کفش  جوراب و کفش پوشید.

5 -5. 1202543 . 

5 -6. 32768000010101010323232  

 توان ساخت. تابع می n2پس   داریم 1و  0ازای هر نقطه دو حالت   به .7- 5
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],[صورت  ای آن را به توان فضای نمونه یری میگ اندازه 255245S.اعلام کرد 
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الف.   .7- 6 102  xxBA   .ب 85  xxBA   
ج.     53  xxBA    .د

 10530  xxxBA ,  
6 -8. 

های درس ریاضی عمومی= نامی = تعداد ثبت115 B# 
های درس آمار= نامی = تعداد ثبت 138 A# 

های هر دو درس= نامی تعداد ثبت =91 BA# 

        .#### 16291115138  ABBABA 
 اند نام نکرده یک از دروس ثبت تعدادی که در هیچ

.)(# 38162200 BA 

 دنده و تعویض تایر نیاز دارند. خودروهایی که به تعمیر موتور  جعبه . الف.1- 6
دنده نیاز دارند ولری نیرازی بره تعمیرر      ور و جعبهخودروهایی که به تایرهای نو موت ب.

 کامل موتور ندارند.
 خودروهایی که فقط به تعمیر کامل موتور نیاز دارند. ج.
 خودروهایی که به تعمیر کامل موتور و تایرهای نو نیاز دارند. د.

دنده نیاز دارند یا خودروهایی کره   خودروهایی که فقط به تعمیر کامل موتور و جعبه ت.
 فقط به تعمیر جعبه دنده نیاز دارند.

دنده یا فقط به تعویض تایر و یا فقرط بره تعمیرر     خودروهایی که فقط به تعمیر جعبه و.
 دنده و تعویض تایر نیاز دارند. جعبه

   2ی  ناحیه ب.      5ی  ناحیه لف.ا  .11- 6
 6ی  د. ناحیه   3  5  6های  ناحیه ج.      
6 -11. 
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 گاه مقدار احتمال منفی نیست. چون هیچالف.  .18- 6
 ی موارد از یک بیشتر است. ها روی کلیه چون مجموع احتمالب. 

1031070090140360250120  /////// 
1980400290210080ج.                        ///// 

6 -11. 
290120170    .الف ///         80170340290    .ب ////  

630120170340    .ج ////       710340290080    .د ////  
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6 -21. 
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 نشان دهیم  داریم: Bو جوان را با  Aاگر غیبت دستیار مسن را با  .22- 6
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 .الف .31- 6
P ( دوم و سوم سفید  ی همهر  |  ( از چهارتا انتخاب سه تا سفید باشد
= P ( دوم و سوم سفید باشد ی همهر | اول یکی سفید و یکی سیاه باشد ی هاز دو مهر ) 

.
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  .ب

P اولی سفید باشد) | =(از چهارتا انتخاب دو تا سفید باشد P (اولی سفید باشد) .
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  

6 -32. Aی اول سفید : انتخاب از جعبه 
P ( A | ی دو تا سفید انتخاب شده باشد از سه جعبه )  

(P A | سیاه ی سوم  از جعبه سفید و انتخاب  دوم  ی  انتخاب از جعبه )  
(P A | ی سوم سفید جعبه  سیاه و انتخاب از  ی دوم  جعبه  از انتخاب  )  
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 ها از هم مستقل هستند. توجه داشته باشید که انتخاب جعبه
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)(/60داریم:  6- 6مطابق شکل . 35- 6 AP  80/)( BP  50و/)( CPپس . 

)()()()( //// CPBPAPCBAP  508060240 
)()()( /// BPAPBAP  8060480 

A  ازB  مستقل است 

)()()( /// CPAPCAP  506030 
A  ازC  مستقل است  و 

4806080380 //// )()()(  CPBPCBP  
 B  ازC .مستقل نیست 

 دو مستقل نیستند. ولی در کل هر سه دوبه       
 Cاز Bمستقل است ولی  Bاز  Aکنیم که  مشاهده می 35- 6 تمرین در حل .36- 6

 مستقل نیست.

 مستقل است اما  Cاز  Aو  Bاز  Aنشان داده شد که  35- 6در تمرین  .37- 6
).()())(( /// CBPAPCBAP   920605520 

 مستقل نیستند. CBاز  Aپس 

   :مستقل هستند پس Cو  A  Bوقتی که سه پیشامد  .38- 6
(1 ))()()( BPAPBAP  

(2) )()()( CPAPCAP  
(3 ))()()( CPBPCBP  
(4 ))()()()( CPBPAPCBAP  

 .الف
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140520520520   .الف ////})({ HHHP 
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7290909090 .فال .43- 6 ////  

406040401040  .ب //////  

و  2و  1به ترتیب خطوط تولیدی  3A  و 1A  2Aو  E. پیشامد معیوب بودن=44- 6
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B:ی سفید  پیشامد انتخاب دو مهره 
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