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فهرست مطالب
حركت معادله و مسئله بيان

 آزاد ارتعاش

تناوبي و هارمونيك تحريك به آزاد درجه يك سيستم پاسخ

ضربه و اي پله دلخواه، تحريك به پاسخ

ديناميكي تحليل براي عددي هاي روش

زلزله برابر در خطي سيستم پاسخ

ي آزاد يكدرجه سيستم¿

آزاد درجه چند سيستم

آزاد درجه چند سيستم آزاد ارتعاش

ها سازه در ميرايي
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ركتح معادله و مسئله بيان
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مروري بر واحدهاي اندازه گيري
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درجات آزادي سازه ها

...از اين به بعد : قرارداد

جابجايي

سرعت

شتاب
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چند درجه آزادي دارد؟
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.نمود ايده آلسيستم را  مي توان
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چند درجه آزادي دارند؟

.سقف صلب است
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چند درجه آزادي دارد؟
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:جابجايي و نيرو رابطه

 در Fs جانبي بار تحت سازه رفتار
 در غيرخطي و خطي حالت دو

.است شده داده نشان زير شكل

؟چيست غيرخطي رفتار مشخصه
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.چند درجه آزادي دارد؟ سقف صلب نيست
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ديناميكيمشخصه اساسي مسائل 
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اجزاي اصلي يك سيستم ديناميكي
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 kkuf s تعريف سختي چيست؟ -

چگونه سختي يك سازه را ميتوان محاسبه نمود؟ -

.سختي را ميتوان با فنر معادل نمود -

در سيستم يك درجه آزاد زير سختي معادل؟

انواع فنر

فنر موازي فنر سري

...321  kkkkeq

...
1111
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
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:شود ايجاد است، ممكن فنر براي مختلف حالت سه

شونده سخت )الف

خطي فنر )ب

شونده نرم )پ

الف
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در سيستم يك درجه آزاد زير سختي معادل؟

)مهم: (، روابط زير را به خاطر بسپاريدالمان هابراي راحتي در محاسبه سختي 

يك واحد جابجا شود سرگيرداردو 
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حل سر مفصل در م يكيك  سرگيرداردو يك 
.دمفصلي يك واحد دوران داده شو تكيه گاه
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احد تير دو سر مفصل از يك سمت به ميزان و
.دوران داده شود و از سمت ديگر آزاد است

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 16

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٣١صفحه  Version: 1.1

P
d max

EI,h

P

h

3
max

3

h

EIP
k 



p(t)

EI,h

d max

3
max

12

h

EIP
k 



سازه اي المان هايسختي برخي 
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𝑘 = 3
ଵଶாூ

௛య =
ଷ଺ாூ

௛య 𝑘 = 2
ଵଶாூ

௛య =
ଶସாூ

௛య

.زير را تعيين نماييد سازه هايسختي هر يك از ) مثال
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.سختي جانبي سازه  زير را تعيين نماييد) مثال

𝑘௧௢௧ =
ଵଶாூ

௛య +  3
ଶாூ

௛య +
ଵଶாூ

ଵ.ହ௛ య = 21.56
ாூ

௛య
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.نمايد تعيين را قاب جانبي سختي مقدار bIbE=∞ و bIbE=0 كه صورتي در زير، شكل در :مثال

𝑘 = ෍
12𝐸௖𝐼௖

ℎଷ

 

௖௢௟௨௠

=
24𝐸௖𝐼௖

ℎଷ

If the beam is rigid [i.e., flexural rigidity E Ib = ∞]

On the other hand, for a beam with no
stiffness [i.e., E Ib = 0]

𝑘 = ෍
3𝐸௖𝐼௖

ℎଷ

 

௖௢௟௨௠௡௦

=
6𝐸௖𝐼௖
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 در شتاب نمودار روبرو شكل در
 يك ارتعاش براي زمان برابر

 هداد نشان آزاد درجه يك سيستم
 ربيشت كدام ميرايي است، شده

است؟
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:زير بازنويسي ميشود بصورتآزاد  يكدرجهسيستم  كاملترينبنابراين  -

.داده ميشود رسياين، سختي و ميراييبه عبارتي پاسخ سازه در برابر بار ديناميكي توسط سه عامل 
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ميراگرمدل رياضي براي سيستم يك درجه آزاد شامل جرم، فنر و * 
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معادله حركت سيستم يك درجه آزاد

       tptkutuctum  

       tptftftf SDI     tumtf I 

   tuctfD 

   tkutf S 
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اثر نيروي ثقلي بر معادله حركت

        Wtptkutuctum      tutu st 

   tukktkuf stS 
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)مولفه انتقالي( معادله حركت در اثر زلزله

         tptumtkutuctum effg  
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)مولفه دوراني( معادله حركت در اثر زلزله
 اندازه عمل در زمين دوراني حركت
 وير از توان مي ولي شود نمي گيري

 نتخمي را آنها انتقالي هاي حركت
 نيدك فرض روبرو شكل مطابق .زد

 رارق زمين دوراني شتاب تحت سازه
.دارد

:تاس بخش دو شامل كلي جابجايي

𝑢௧ 𝑡 = 𝑢 𝑡 + ℎ𝜃௚ 𝑡     → �̈�௧ 𝑡 = �̈� 𝑡 + ℎ�̈�௚ 𝑡

𝑚�̈�௧ 𝑡 + 𝑐�̇� 𝑡 + 𝑘𝑢 𝑡 = 0

→ 𝑚 �̈� 𝑡 + ℎ�̈�௚ 𝑡 + 𝑐�̇� 𝑡 + 𝑘𝑢 𝑡 = 0

→ 𝑚�̈� 𝑡 + 𝑐�̇� 𝑡 + 𝑘𝑢 𝑡 = −𝑚ℎ�̈�௚ 𝑡 = 𝑃௘௙௙(𝑡)
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 نماي c شكل و شرقي نماي b شكل ،پلان a شكل .بگيريد نظر در را زير صنعتي سازه )مثال
 شمال چهت در سازه .شود فرض صلب سقف .است 2ft/lb30 سازه وزن .ميدهد نشان را شمالي
 حول استونه اينرسي ممان .است مهاربند داراي غربي شرقي جهت در و خمشي قاب داراي جنوب
 فولاد ارتجاعي ضريب .است 4in3.18 ضعيف محور حول و 4in8.82 برابر قوي محور

29000 ksi در بودن ناميرا فرض با سازه حركت معادله .است اينچ يك بادبند قطر .شود فرض 
.نماييد تعيين را جهت دو هر
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:سقف كل جرم )حل

:جنوب شمال جهت در سختي

  جنوب شمال جهت در حركت معادله *

:غربي -شرقي جهت در سختي

:غربي -شرقي جهت در حركت معادله *
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 هر  فوت، ٣٧٥ طول به روبرو پل )مثال
 هر ارتفاع كه بوده ستون ٣ داراي پايه

 مقطع سطح .است فوت ٢٥ آن ستون
 ياينرس ممان .است مربع فوت ١٢٣ عرشه

 .است چهار توان به فوت ١٣ ستون هر
3000 بتن ارتجاعي ضريب ksi فرض 

.نماييد تعيين را حركت معادله .شود

.تاس مكعب فوت بر پوند ١٥٠ بتن چگالي
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سختي ماتريس

 ماتريس از تيبايس اينجا در .نمود بيان عدد يك با نميتوان را آزاد درجه چند سيستم يك سختي
.كرد استفاده سختي

.نماييد تعيين را زير سازه سختي ماتريس )مثال
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  مقدار .نماييد تعيين را زير در شده داده نشان آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله )مثال
E=29000 ksi شود فرض.
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  .نماييد تعيين را زير در شده داده نشان آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله )٤مثال

0

sin rotations, smallFor 

0sin2











L

g

mgLmL





m

L

x

y

Equilibrium of the moments of forces about O gives
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 وزن مقدار .نماييد تعيين را زير در شده داده نشان آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله )مثال
است؟ چقدر بحراني
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 حتت سازه .نماييد تعيين را زير در شده داده نشان آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله )مثال
.دارد قرار زمين دوراني حركت
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فصل دوم  

آزاد ارتعاش
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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  عاشارت به سازه نتيجه در و تحريك شده اوليه ي شرايط تحت سازه ارتعاش، نوع اين در
 علت و نمي شود اعمال سازه به نيرويي هيچ ارتعاش زمان مدت طول در .مي شود واداشته

.است مسئله همين نيز ارتعاش بودن آزاد

  ونههرگ اعمال بدون سپس و شده تحريك خود استاتيكي تعادل حالت از سازه اي هرگاه
 رتعاش ا« شرايط در سازه گوئيم شود، داده ارتعاش اجازه ي آن به خارجي ديناميكي تحريك

.دارد قرار »آزاد

معرفي ارتعاش آزاد

𝑚�̈� +  𝑐�̇� +  𝑘𝑢 = P t = 0

m

k
u(t)

c

ارتعاش آزاد

ناميراارتعاش آزاد  ارتعاش آزاد ميرا
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ناميراارتعاش آزاد 
𝑐( .تاس ميرايي فاقد سيستم آن در كه مي گيريم نظر در را آزاد ارتعاش از حالتي ابتدا = 0( 

 براي .تاس ثابت ضرايب با خطي دوم مرتبه ي همگن ديفرانسيل معادله ي يك فوق، معادله ي
  فرض .ودش تعيين مسأله براي اوليه اي شرايط است لازم فوق معادله ي پاسخ آوردن دست به

  در آن اوليه ي سرعت و 𝑢(0) آزاد ارتعاش شروع لحظه ي در سازه اوليه ي جابجايي كنيد
.باشد �̇�(0) لحظه همين

:باشيم داشته ديفرانسيل معادله حل روش بر مروري فوق رابطه حل براي *

:كنيد بازنويسي زير بصورت را معادله ابتدا

𝑚�̈� +  𝑘𝑢 = 0

Second order differential equations of the form ∶ a
ௗమ௬

ௗ௫మ + b
ௗ௬

ௗ௫
+ cy = 0

Rewrite the differential equation ∶  a𝐷ଶ + 𝑏𝐷 + 𝑐 = 0
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 تحال سه .باشند معادله اين ريشه هاي و  نماييد، فرض .نماييد تعيين را D ريشه هاي
:دهد رخ است ممكن

:باشند مختلف و حقيقي ريشه دو هر )الف

:باشند برابر و حقيقي ريشه دو هر )ب

:باشند مختلط ريشه ها )پ

:نمود حل را قبل ديفرانسيل رابطه ميتوان حال

.است داده رخ »پ« حال بنابراين

real and different, then the general solution is:          y =  A𝑒஑୶ + B𝑒ஒ୶

real and equal, general solution is:                                 y =  (Ax + B) 𝑒஑୶

complex, general solution is:                            y = 𝑒஑୶ Acos βx +  Bsin βx

    i
m

k
i

m

k

m

k
DkmDtkutum  100 2

    tBtAtBtAetu t  sincossincos0  
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بنابراين

 همين در آن اوليه ي سرعت و 𝑢(0) آزاد ارتعاش شروع لحظه ي در سازه اوليه ي جابجايي
.بود �̇�(0) لحظه

:بنابراين

௞ پارامتر

௠

 
  ورتص به را آن و مي ناميم ثانيه بر راديان واحد با »زاويه اي طبيعي فركانس« را 

:مي دهيم نمايش زير

 .است آن طبيعي فركانس ،سيستم جرم به سختي نسبت جذر كه مي شود ديده

:است تعريف قابل روبرو صورت به »سازه طبيعي تناوب زمان« يا »پريود«

    tBtAtutBtAtu  cossinsincos  

       

       





0

0cos0sin0

00sin0cos0

u
BBAu

uAABAu


 



     
t

u
tutu 


 sin

0
cos0




m

k



2

nT
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t0

u(0)

u

u(0)
.

Tn

a

b

c

d

e

  در را خود ارتعاش سيستم
𝑡 لحظه ي =   شرايط با 0
  حول �̇�(0) و 𝑢(0) اوليه ي

 خود ياستاتيك تعادل وضعيت
𝑇௡ زمان هاي در و كرده آغاز

=
ଶగ

ఠ
  تكرار را خود حركت 
  .مي كند

 فرص جابجايي كه لحظاتي در .است شده ترسيم بالا شكل زير در 𝑒 و 𝑎، 𝑏، 𝑐، 𝑑 لحظه هاي در سازه فيزيكي وضعيت
 سازه هك لحظاتي در .است حداكثر آن سرعت و كرده عبور خود استاتيكي تعادل وضعيت از سازه ،)𝑐نقطه  نظير( است

 هتوج .مي كند برگشت به شروع سازه و است صفر سازه سرعت )𝑑و 𝑏 نقاط نظير( دارد قرار خود جابجايي حداكثر در
  نيز تنهايي به هركدام بلكه باشد؛ داشته وجود توأماً �̇�(0) و 𝑢(0) اوليه ي شرايط همزمان نيست لازم كه شود

.باشند استاتيكي شرايط از سازه تحريك كننده ي مي توانند

ثر
اك

حد
 

نه
دام

 0
u
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  دوراني انسفرك حالت، اين در .مي شود بيان نيز هرتز يا و ثانيه بر دور حسب بر فركانس گاهي
)𝑓( با است برابر هرتز حسب بر:

 ثابت ه يدامن با  ابد تا و نشده مستهلك سازه انرژي ،ميرايي وجود عدم علت به كه كنيد توجه
:با است برابر و شده داده نشان 𝑢଴ با شكل در كه دامنه اين.نمود خواهد ارتعاش سازه

دارند؟ هم با رابطه اي چه سختي و تناوب دوره *

؟دارند هم با رابطه اي چه جرم و تناوب دوره *

فركانس؟ و تناوب دوره فيزيكي مفهوم *



2

1


n
n T
f

𝑢଴ =  𝑢 0 ଶ + 
�̇� 0

𝜔

ଶ
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:سيستم طبيعي فركانس تعيين

:كنيد فرض

يا

:داريم حركت رابطه براي طرفي از .هستند ثابت B و A آن در كه

:داريم روبرو رابطه در اول رابطه دادن قرار با

عبارتي به .شود صفر بايد پرانتز داخل عبارت اخير، رابطه اقناع براي

𝑢 = 𝐴𝑐𝑜𝑠ω𝑡

𝑢 = 𝐵𝑠𝑖𝑛ω𝑡

𝑚�̈� + 𝑘𝑢 = 0

−𝑚ωଶ + 𝑘 𝐴𝑐𝑜𝑠ω𝑡 = 0

ωଶ =
𝑘

𝑚
                            ω =

𝑘

𝑚
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:ارتعاش دامنه تعيين

:نمود بازنويسي زير بصورت ميتوان را حركت معادله

يا

  آن در كه

:كنيد تصور را زير مثلث

𝑢 𝑡 = 𝑢 0 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +
�̇� 0

𝜔
sin 𝜔𝑡 = 𝐶𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝛼

𝑢 𝑡 = 𝑢 0 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +
�̇� 0

𝜔
sin 𝜔𝑡 = 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 − 𝛽

𝐶 = 𝑢଴
ଶ +

�̇� 0

𝜔

ଶ
 

𝛼

𝛽 𝑢଴

�̇� 0

𝜔
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:داريم C بر حركت رابطه تقسيم و ضرب با

:داريم قبل در شده داده نشان مثلث از استفاده با

:داريم اسلايد اين ابتداي در آمده بدست رابطه با اخير رابطه دو نوشتن با

 فاز زاويه و  زواياي و ارتعاش دامنه C مقدار .آمد بدست اول رابطه ميشود، ديده كه همانطور
.هستند

𝑢 𝑡 = 𝑢 0 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +
�̇� 0

𝜔
sin 𝜔𝑡 = 𝐶

𝑢 0

𝐶
𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +

�̇� 0
𝜔ൗ

𝐶
sin 𝜔𝑡

sin 𝛼 =
𝑢 0

𝐶
                                  cos 𝛼 =

�̇� 0
𝜔ൗ

𝐶

𝑢 𝑡 = 𝐶
𝑢 0

𝐶
𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 +

�̇� 0
𝜔ൗ

𝐶
sin 𝜔𝑡 = 𝐶 sin 𝛼 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 + cos 𝛼 sin 𝜔𝑡

𝑢 𝑡 = 𝐶 sin 𝜔𝑡 + 𝛼
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t

u
(t

)

C

T=2 p / ?

u(0)
.

u(0)

𝑇 =
2𝜋

ω

𝛼

ω

.است شده داده نشان ارتعاش دامنه و فاز اختلاف زاويه زير شكل در
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 خاك اثر گرفتن نظر در با و ثانيه 0.15 ثابت پاي با آنها تناوب دوره كه هسته اي انرژي برج دو
.است شده گيري اندزه ثانيه 0.5 برابر
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:گلدن گيت پل

 18.2 آن عرضي تناوب دوره
  آن قائم تناوب دوره ثانيه،
 يطول تناوب دوره و ثانيه 10.9

 تناوب دوره و ثانيه 3.81 آن
.است ثانيه 4.43 آن پيچشي

Golden Gate Bridge, San Francisco, California.
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 شتاب ودارنم ،گرفته اند قرار ارتعاش تحت پلاستيكي، قاب يك و آلومينيومي قاب يك )مثال
 آنها ارتعاش اختلاف مورد در است، شده ترسيم آنها از يك هر براي زمان برابر در قاب شتاب
است؟ چقدر پلاستيكي قاب تناوب دوره .كنيد بحث

آلومينيومي قاب

كيپلاستي قاب
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آلومينيومي قاب

كيپلاستي قاب
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  برابر قفس وزن .بگيريد نظر در را زير شكل مطابق را صلب سقف با بتني خمشي قاب )مثال
20 ton 40 مربعي ستون هاي ابعاد .است × 40 تيرها ابعاد و سانتي متر 40 ×  سانتي متر 50

 بر كيلوگرم 200000 آن الاستيسيته ي مدول اگر .)است سانتيمتر 50 تيرها ارتفاع( .است
 تغيير اسبه يمح و قاب آزاد ارتعاش بر حاكم معادله ي تشكيل است مطلوب ،باشد مربع سانتيمتر

  ازهس آنكه فرض با نوسان دامنه ي نيز و آزاد ارتعاش شروع از پس ثانيه ٢ سازه سرعت و مكان
 .كنيد فرض صفر را سازه ميرايي .باشد راست سمت به سانتي متر ٣ معادل اوليه اي جابجايي داراي
h سازه ارتفاع = 4 m دهانه طول و L = 5 m است.

L

h
cm

kg.sec
 4.20

981

20000 2


g

W
m

cm

kg
 16000

400
12
40

10212
2

12
2

3

4
5

3




























h

EI
k c
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sec

rad
 28

4.20

16000


m

k
:با است برابر سازه طبيعي پريود و طبيعي فركانس بنابراين

u اوليه ي شرايط با سازه آزاد ارتعاش پاسخ 0 = +3ୡ୫sec 22.0
28

22






nT

u t = u 0 cos ωt +
୳̇ ଴

ன
sin ωt

u t = 3 cos 28t +
଴

ଶ଼
sin ωt = 3 cos 28 t

t لحظه يدر  مكان تغيير  = 2 sec برابر است با:

.باشد راديان حالت در حساب ماشين شود، توجه

u̇ t =  −u 0 ω sin ω୬t + u̇(0) cos ωt
u̇ 2 = −3 28 sin 28 × 2 = 43 cm/sec

u଴ = u 0 ଶ + 
୳̇ ଴

ன

ଶ 

= u 0 = 3 cm

u 2 = 3 cos(28 × 2) = +2.56 cm

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 39

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٧٧صفحه  Version: 1.1

K

W

 تجربي تبصور آن تناوب دوره مقدار و بوده گيردار ها ستون پاي زير، شكل فولادي قاب در )مثال
0.1 برابر sec دوره كاهش و افزايش براي نياز مورد سختي و وزن اضافه .است آمده بدست 

W=1000 وزن مقدار .نماييد تعيين را %٢٠ ميزان به تناوب lb شود گرفته نظر در.

𝜔 =
2𝜋

𝑇
=

𝑘𝑔

𝑊

 

      →               
2𝜋

0.1
=

𝑘𝑔

1000

 

     (𝑔 = 386
𝑖𝑛

𝑠𝑒𝑐ଶ
)

𝑘 = 10228
𝑙𝑏

𝑖𝑛
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:%٢٠ ميزان به تناوب دوره افزايش )الف

:%٢٠ ميزان به تناوب دوره كاهش )ب

𝑇௅ = 1.2 × 0.1 = 0.12 𝑠𝑒𝑐

𝜔 =
2𝜋

0.12
=

10228 × 386

1000 + ∆𝑊

 

          →         ∆𝑊 = 440 𝑙𝑏

𝑇ௌ = 0.8 × 0.1 = 0.08 𝑠𝑒𝑐

𝜔 =
2𝜋

0.08
=

10228 + ∆𝑘 × 386

1000

 

          →         ∆𝑘 = 5753
𝑙𝑏

𝑖𝑛
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 .نماييد عيينت را سيستم پيچشي فركانس و تناوب دوره زير، شكل در شده داده نشان سازه در )مثال
 امتداد در ستون ها سختي .است 2mton/5.0 دال وزن =m9b=، m6d=، m6.3h مقدار

0.27 برابر ترتيب به y و x محورهاي ton/cm 0.18 و ton/cm است.
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ارتعاش آزاد ميرا

كدامند؟ واقعي سازه يك در ميرايي ايجاد مكانيزم هاي .است انرژي اتلاف عامل *

𝑚�̈� :است زير صورت به ارتعاش نوع اين بر حاكم معادله ي +  𝑐�̇� +  𝑘𝑢 = 0                       

�̈�                                             :داريم m بر فوق رابطه تقسيم با +  2𝜉𝜔�̇� + 𝜔ଶ𝑢 = 0

𝜔آن در كه = k/m  ًو شد تعريف  قبلا                                   𝜉 =
௖

ଶ௠ఠ
=

௖

௖೎ೝ

𝜉 »همچنين .دارد نام سازه »ميرايي نسبت 𝑐௖௥ ار آن مي توان و شده تعريف بحراني ميرايي ضريب 

𝑐௖௥                                               :نوشت هم زير صورت به = 2𝑚𝜔 = 2 𝑘𝑚
 

=
ଶ௞

ఠ

 هر( آزاد ارتعاش از سيكل هر در تلف شده انرژي نمايانگر اساساً  كه است پارامتري 𝑐 ميرايي ضريب
 از سيكل هر در تلف شده انرژي يا و )مي ناميم سيكل يك را 𝑇௡ زمان در كامل برگشت و رفت

 و سختي به كه بوده بعد بدون پارامتري 𝜉 ميرايي نسبت حاليكه در است؛ هارمونيك اجباري ارتعاش
.دارد وابستگي نيز جرم
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.است %٥ تا ٣ مقدار اين فولادي سازه در و %٧ تا ٥ حدود در ميرايي نسبت ميزان ،بتني سازه در *

:ميرا ارتعاش انواع *






نمي شود انجام ارتعاش

نمي شود انجام ارتعاش

مي شود انجام ارتعاش

1

1
1

u
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(0
)
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Damped Free Vibration Systems
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 چه به را نآ چرخ ميراگر و فنر كمك سيستم بودين، اتومبيل يك طراحي مهندس شما اگر )مثال
ميگرفتيد؟ نظر در صورت
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:ميرا آزاد ارتعاش ديفرانسيل معادله حل *

�̈�                :داريم شده داده شرح معادله حل روش به توجه  با +  2𝜉𝜔�̇� + 𝜔ଶ𝑢 = 0  

:داريم ١ از كمتر مقدار با ميرايي نسبت براي

𝜉( تحت ميرا شرايط در فوق، معادله ي پاسخ < �̇� و 𝑢(0) اوليه ي شرايط با و )1   صورت به 0
:است زير

𝑢 𝑡 = 𝑒ିకఠ௧[𝑢 0 cos 𝜔஽𝑡 +
௨̇ ଴ ାకఠ௨ ଴

ఠವ
sin 𝜔஽𝑡]

𝜔஽           :با است برابر و شده ناميده »ميرا زاويه اي فركانس« 𝜔஽ آن در كه = 𝜔 1 − 𝜉ଶ 

1
2

442
2 2

222
22 


 


 DDD

 

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t0

u(0)

u

u(0)
.

Tn

TD

te  

te  

  ٠/٠٥ ميرايي با آزاد يك درجه سازه ي آزاد ارتعاش پاسخ براي شده، اثبات معادله ي زير شكل در
 شده رسيمت نيز ميرايي بدون اما مشابه سيستم پاسخ مقايسه ي جهت همچنين .است شده ترسيم
 يكسان �̇�(0) اوليه ي سرعت و  𝑢(0) اوليه ي جابجايي علت به سيستم دو هر آزاد ارتعاش .است

A.است داده رخ
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𝑇஽ با است برابر )𝑇஽( »ميرا ارتعاش طبيعي پريود« =
ଶగ

ఠವ
  ناميرا طبيعي پريود به را آن مي توان و 

)𝑇( ساخت مرتبط:

𝑇஽ =
𝑇

1 − 𝜉ଶ 

 به را دامنه نقاط پوش منحني دو واقع در .دارد لگاريتمي رابطه ي زمان با جابجايي دامنه ي كاهش
  وشپ منحني اين معادله ي .است شده داده نشان خط چين با منحني دو اين .مي كنند متصل هم

± 𝜌𝑒ିకఠ೙௧ پارامتر و بوده 𝜌 با است برابر:

𝜌 = 𝑢 0 ଶ +
�̇� 0 + 𝜉𝜔𝑢 0

𝜔

ଶ
 

 اثرات اين .است 𝑇஽ به 𝑇 از طبيعي پريود افزايش و 𝜔஽ به 𝜔از طبيعي فركانس كاهش ميرايي اثر
 لقاب است، مهندسي متعارف سازه هاي براي ميرايي معمول محدوده ي كه %٢٠ زير ميرايي هاي براي

.است كردن صرف نظر
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 جابجايي ،𝑢(0) اوليه جابجايي علت به شده تحريك و مشخص 𝑇௡ با سازه يك براي زير شكل در
.است شده داده نشان %٢٠ و %١٠ ،%٥ ،%٢ ميرايي هاي براي زمان طول در

)جابجايي كاهش نرخ( چيست؟ پاسخ بر ميرايي اثر
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 تعاشار حركت متوالي دامنه ي دو نسبت آن كمك به كه مي آيد دست به رابطه اي بخش اين در
 .نمود بهمحاس را 𝜉 ميرايي نسبت مي توان نسبت اين كمك به علاوه به .مي شود محاسبه ميرا آزاد

 از نهاآ ميرايي مشخصات آوردن دست به و سازه ها ارتعاش عملي آزمايش هاي در روابط اين كاربرد
𝑡 زمان در جابجايي مقدار به 𝑡 زمان در جابجايي نسبت .است آزمايش طريق + 𝑇஽ از مستقل 𝑡 
:از است ترعبا نسبت اين .است

𝑢 𝑡

𝑢 𝑡 + 𝑇஽
= 𝑒కఠ்ವ = 𝑒

ଶగక

ଵିకమ 

𝑖 سيكل و ام𝑖 سيكل جابجايي نسبت به مربوط كه 𝑢௜/𝑢௜ାଵ نسبت واقع در رابطه اين +  است ام1
:مي دهد را

𝑢௜

𝑢௜ାଵ
= 𝑒

ଶగక

ଵିకమ 

استهلاك انرژي
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:دارد نام »لگاريتمي كاهش« و شده داده نمايش 𝛿 با نسبت اين طبيعي لگاريتم

𝛿 = ln
𝑢௜

𝑢௜ାଵ
=

2𝜋𝜉

1 − 𝜉ଶ 

1 باشد، كوچك 𝜉 اگر − 𝜉ଶ 
≈ :مي آيد دست به زير ساده تر اما تقريبي رابطه ي و بوده 1

𝛿 ≅ 2𝜋𝜉

 مقايسه قدقي رابطه ي با را تقريبي رابطه ي روبرو شكل
  از كمتر ميرايي هاي براي كه مي شود ديده .مي كند

.يكسانند رابطه دو هر عملاً %٢٠
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 نشان را )مك ميرايي با( آلومينيومي آزاد يك درجه سازه ي ميراي آزاد ارتعاش پاسخ نمودار زير شكل
 اندازه گيري و بوده كوچك سيكل دو در متوالي دامنه ي در اختلاف كه مي شود ديده .مي دهد

 ام ـ 𝑗 و اول سيكل دو دامنه هاي نسبت معمولاً شكل، اين حل براي .دارد لازم زيادي دقت اختلاف،
 حالت، اين براي و بوده اختلاف دامنه ها بين دلخواه سيكل ـ 𝑗 شرايطي چنين در .مي گيرند نظر در را

𝛿                    :بود خواهد زير صورت به )𝛿( لگاريتمي كاهش رابطه ي =
ଵ

௝
ln(

௨భ

௨ೕశభ
)  ≅  2𝜋𝜉
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𝜉                                   :بنابراين =
ଵ

ଶగ௝
ln

௨೔

௨೔శೕ

.نمود استفاده نيز شتاب از فوق رابطه ي در مي توان سازه جابجايي جاي به

 ازاي به كه لازم سيكلهاي تعداد باشد، %٧ آزاد، درجه يك سيستم يك ميرايي كه صورتي در )مثال
:نماييد تعيين را ميدهد رخ دامنه در كاهش %٥٠ آن

 به هك كابلي .شد انجام آزاد ارتعاش آزمايش بعد، اسلايد در شده داده نشان آب منبع در )مثال
7.5 معادل افقي نيروي بود، متصل مخزن ton 5 مكان تغيير و cm كابل اين .نمود اعمال آن به 
 مقدار و ثانيه ٢ زمان ارتعاش، چهارم دور انتهاي در .گرديد ثبت منبع آزاد ارتعاش و قطع دفعتاً
2.5 مكان تغيير cm صلبيت )پ ناميرا، سيستم تناوب زمان )ب ميرايي نسبت )الف :مطلوبست .بود 
0.5 به دامنه كاهش براي دورلازم تعداد )ج ميرايي ضريب )ث موثر، وزن )ت موثر cm چقدر 

است؟

57.12ln
2

1
07.0 
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:كم ميرايي فرض با
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 زمان رابرب در شتاب نمودار مي باشد، آزاد ارتعاش تحت كه بعدي، دو طبقه يك قاب يك در )مثال
 شكل، رد شتاب يازدهم و يكم پيك مقادير توجه با .است شده داده نشان زير شكل در آن براي
.نماييد تعيين را سيستم ميرايي نسبت و تناوب دوره

𝑇஽ =
3.844 − 1.110

10
= 0.273 𝑠𝑒𝑐         =

1

2𝜋 × 10
ln

0.915𝑔

0.076𝑔
= 0.0396

= 3.96%A
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 جانبي اشارتع در آن طبيعي تناوب زمان .است فولادي ستون چهار بر متكي سنگين، دال يك )مثال
0.5 برابر sec 50 وزنه يك وقتي .است lb 0.75 به آن طبيعي تناوب زمان ،مي شود اضافه آن به sec 

.نماييد تعيين را ستون ها موثر جانبي سختي و دال وزن .مي يابد افزايش

T=0.5 secn T=0.75 secn
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:نماييد تعيين را زير سيستم تناوب دوره )مثال

 حل =in/lb2000k و =in100L=، 2in.lb810EI=، lb3000W مقادير با را قبل مسئله )مثال
1 برابر اوليه جابجايي كه صورتي در اگر .نماييد in 20 برابر اوليه سرعت و in/sec ،مقدار باشد 

.نماييد تعيين ارتعاش، از بعد ثانيه يك را جرم جابجايي

W

L

EI

k

k
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.نماييد تعيين را زير ناميراي سيستم هاي زاويه اي فركانس )مثال
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فصل سوم  

 تحريك به آزاد درجه يك سيستم پاسخ

تناوبي و هارمونيك
m

L

h

p(t)=2000 Sin Wt
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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ارتعاش اجباري چيست؟* 

چيست؟ هامونيكتحريك * 

𝑃 فرم به نيرويي به هارمونيك نيروي 𝑡 = 𝑃଴ sin𝑡 يا 𝑃 𝑡 = 𝑃଴ cos𝑡 اطلاق 
  به .مي شود ناميده تحريك فركانس  و »نيرو مقدار حداكثر« يا »دامنه« 𝑃଴ آن در كه مي شود

𝑇 صورت به را تحريك طبيعي تناوب زمان مي توان ترتيب اين = 2𝜋/ نمود تعريف نيز. 
 سازه طبيعي طبيعي تناوب زمان و فركانس به ارتباطي تحريك طبيعي تناوب زمان و فركانس
 .است بار مشخصات جزء و نداشته

معرفي

t

P

P

(t)

0
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𝑚�̈�           :است روبرو بصورت آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله + 𝑐�̇� + 𝑘𝑢 = 𝑃(𝑡)

𝑃 جاگذاري با 𝑡 = 𝑃଴ sin𝑡 و 𝑐 =  معادله ي فوق، رابطه ي در ناميرا شرايط براي 0
𝑚�̈�           :از است عبارت ،ناميرا هارمونيك  اجباري ارتعاش بر حاكم + 𝑘𝑢 = 𝑃଴ sin𝑡

:ي كنيمم فرض زير صورت به را اوليه شرايط فوق، دوم مرتبه ي ديفرانسيل معادله ي حل براي
𝑢 = 𝑢 0                          �̇� = �̇�(0)

 لاعما نيرو كه است لحظه اي در سرعت و جابجايي ترتيب به �̇�(0) و 𝑢(0) فوق، معادله ي در
 آن »خصوصي« و »عمومي« پاسخ دو مجموع ،ناهمگن ديفرانسيل معادله ي يك پاسخ .مي شود

.است

:باشيم داشته ديفرانسيل معادله حل روش بر مروري فوق رابطه حل براي *

ناميراارتعاش اجباري هارمونيك 

Second order differential equations of the form ∶ a
ௗమ௬

ௗ௫మ + b
ௗ௬

ௗ௫
+ cy = 𝑓(𝑥)
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 سمت ،٢ فصل در شده داده شرح روش مانند به منظور، بدين .شود تعيين عمومي جواب ابتدا
.نماييد يبازنويس زير بصورت معادله، راست سمت گرفتن نظر در بدون و شده حذف معادله راست

 مكنم حالت سه .باشند معادله اين ريشه هاي و  نماييد، فرض .نماييد تعيين را D ريشه هاي
:دهد رخ است

:باشند مختلف و حقيقي ريشه دو هر )الف

:باشند برابر و حقيقي ريشه دو هر )ب

:باشند مختلط ريشه ها )پ

.ميدهيم نمايش u با و شود تعيين بالا روابط از يكي از عمومي جوب

Rewrite the differential equation ∶  a𝐷ଶ + 𝑏𝐷 + 𝑐 = 0

Real and different, then the general solution is:          y =  A𝑒஑୶ + B𝑒ஒ୶

Real and equal, general solution is:                                 y =  (Ax + B) 𝑒஑୶

Complex, general solution is:                            y = 𝑒஑୶ Acos βx +  Bsin βx
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:نماييد بازنويسي زير بصورت را قبل رابطه ،v خصوصي، جواب تعيين براي

.دارد بستگي راست سمت تابع به كه شود تعيين زير جدول از v مقدار
Substitute the differential equation: a𝐷ଶ + 𝑏𝐷 + 𝑐 𝑣 =f(x)
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a𝐷ଶ عبارت در آن ضرب با و ،v تعيين با نهايت در + 𝑏𝐷 + 𝑐، سمت كسينوس و سينوس ضرايب 
 عمومي و خصوصي جواب جمع از معادله كلي جواب .شود تعيين B و A ثابت معادله راست و چپ

.مي شود حاصل

:آمد بدست زير بصورت ،٢ فصل اثبات به توجه با )صفر ثاني طرف با( معادله عمومي جواب
𝑢௖ 𝑡 = 𝐴 cos 𝜔𝑡 +  𝐵 sin 𝜔𝑡

:داريم خصوصي جواب براي حال
𝑚𝐷ଶ + 𝑘 𝑣 = 𝑃଴ sin𝑡     → 𝑚𝐷ଶ + 𝑘 𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡 = 𝑃଴ sin𝑡

D 𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡 =A𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑡

𝐷ଶ 𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡 = − Aଶ𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝐵ଶ𝑐𝑜𝑠𝑡

→ −𝑚𝐴ଶ𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑚𝐵ଶ𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑘𝐴𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑘𝐵𝑐𝑜𝑠𝑡 = 𝑃଴ sin𝑡

.ميشود داده قرار هم برابر طرف دو هر كسينوس و سينوس ضرايب حال
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𝑢௖          :است )٢ فصل از( روبرو بصورت معادله عمومي حل 𝑡 = 𝐴 cos 𝜔𝑡 +  𝐵 sin 𝜔𝑡

:از است عبارت فوق خصوصي و عمومي هاي پاسخ مجموع صورت به كلي پاسخ

𝑢 𝑡 = 𝑢௖ 𝑡 + 𝑢௉ 𝑡 = 𝐴 cos 𝜔𝑡 +  𝐵 sin 𝜔𝑡 + 
𝑃଴

𝑘
 

1

1 −

𝜔

ଶ

:ميشود تعيين زير بصورت B و A ضرايب مقدار مرزي شرايط اعمال با
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𝑢 𝑡 = 𝑢 0 cos 𝜔𝑡 + 
�̇� 0

𝜔
−

𝑝଴

𝑘
 


𝜔

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 پاسخ گذرا  

+
𝑃଴

𝑘
 

1

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛𝑡

 پاسخ ماندگار

 اطيارتب و آمده وجود به بار اعمال اثر در چراكه .مي نامند »ماندگار ارتعاش« را اول نوع ارتعاش 
 ناي .مي نامند »گذرا ارتعاش« را دوم نوع ارتعاش .ندارد سرعت و جابجايي اوليه ي شرايط به

 و )𝑢(0)( اوليه جابجايي اگر حتي .دارد بستگي سرعت و جابجايي اوليه ي شرايط به ارتعاش
�̇�( اوليه ي سرعت   در غالباً  گذرا، پاسخ .دارد وجود گذرا پاسخ هم باز باشند، صفر دو هر )0

 يك يبرا فوق معادله ي بعد اسلايد شكل در .مي رود بين از زمان با و نبوده مهم واقعي سازه هاي

 با دلخواه سازه ي
ఠ

= 0.2 ، 𝑢 0 = �̇� و 0 0 =
ఠ௉బ

௄
  در .است شده داده نشان پرُ خط با 

  در و بوده (𝑢௉) خصوصي پاسخ همان واقع در است،   sin𝑡شامل كه جمله اي بالا معادله ي
.است شده ترسيم خط چين با بعد اسلايد شكل
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:بنابراين نمود، نظر صرف گذار پاسخ از ميتوان كه

𝑢 𝑡 = 𝑢௦௧ ଴  
1

1 −

𝜔

ଶ sin𝑡

𝑢ୱ୲ از منظور ଴ همان ௉బ

௞
  . شودمي تعريف »حداكثر استاتيكي تغييرمكان« صورت به و بوده 

  ،دمي ش وارد سازه به )هارمونيك نه و( استاتيكي صورت به 𝑃଴ نيروي اگر كه نمود تصور مي توان

௉బ معادل تغييرمكان حداكثر

௞
  نه و ديناميكي صورت به بار كه اكنون .مي كرد توليد آن در را 

  .دارد تفاوت يكياستات حالت با مقايسه در سازه مكان تغيير پاسخ ،مي شود وارد سازه به استاتيكي
:با تاس برابر و شده داده نشان »تغييرمكان پاسخ ضريب« نام به ضريبي با تفاوت اين

𝑅ௗ =
1

1 −

𝜔

ଶ
 نسبت به بسته كه مي دهد نشان روبرو رابطه ي

ఠ
  مكان تغيير پاسخ 

  .داشت اهدخو تفاوت آن استاتيكي پاسخ به نسبت سازه ديناميكي
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) مقابل در 𝑅ௗ روبروي، شكل

ఠ

  .است شده ترسيم (
  آن از زير موارد و داشته اهميت بسيار نمودار اين

:است استخراج قابل

( باشد صفر بار فركانس اگر .١ = 0(، 𝑅ௗ = 1 
  بارگذاري با متناظر حالت اين واقع در .بود خواهد

.است سازه روي بر 𝑃଴ شدت با استاتيكي

 فركانس نسبت براي .٢
ఠ

<   پاسخ ضريب ، 1
  غييرت يعني .بود خواهد يك از بزرگتر 𝑅ௗ تغييرمكان

  تشديد اتيكياست تغييرمكان به نسبت ديناميكي مكان
.مي شود

 فركانس نسبت براي .٣
ఠ

 محدوده ي در يا يك برابر 
  .مي كند ميل بينهايت به 𝑅ௗ ضريب ،يك نزديك
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 حالت اين در واقع در = 𝜔 ازهس چنانچه .مي افتد اتفاق »رزونانس« يا »تشديد« پديده ي و شده 
 به ستا ممكن حتي و شده بزرگي بسيار مكان هاي تغيير متحمل ،بگيرد قرار شرايط اين در

 مصالح دنش تسليم جمله از غيرخطي اثرات علت به عمل در چه اگر .شود منجر آن كلي ناپايداري
.داد نخواهد رخ مسئله اين ،بحراني لحظات در سازه فركانس در تغيير و

2 تا ١ از بزرگتر كمي  /𝜔 فركانس نسبت براي .٤
  و بوده بزرگتر يك از 𝑅ௗ ضريب هم باز ، 

.مي دهد رخ استاتيكي حالت به نسبت مكان تغيير افزايش

فركانس نسبت براي .٥
ఠ

> 2
 يديناميك جابجايي واقع در و بوده يك از كوچكتر 𝑅ௗ ضريب ،   

.است يافته كاهش آن استاتيكي جابجايي با مقايسه در سازه

  رد هارمونيك بار اثر تحت ناميرايي دلخواه آزاد يك درجه سازه ي 𝑢(𝑡) پاسخ بعد، اسلايد شكل در
 شرايط = 𝜔 )باًمرت زمان گذشت با كه مي شود ديده .است شده داده نمايش ،)رزونانس شرايط  

  مي شود ديده عدب بخش در .كند رشد مي تواند بي نهايت تا و يافته افزايش محدوديت بدون جابجايي
.مي شود انبمج مشخصي مقدار به عملاً پاسخ و شده بينهايت تا پاسخ رشد مانع ميرايي اثرات كه
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  برابر فسق وزن .بگيريد نظر در را زير شكل مطابق را صلب سقف با بتني خمشي قاب )مثال
20 ton 40 مربعي ستون هاي ابعاد .است × 40 تيرها ابعاد و سانتي متر 40 ×  سانتي متر 50

  سازه هآنك فرض با باشد، مربع سانتيمتر بر كيلوگرم 200000 آن الاستيسيته ي مدول اگر .است
 اثر تتح سقف تراز در سازه اين و باشد راست سمت به سانتي متر ٣ معادل اوليه اي جابجايي داراي

 ،بگيرد قرار ثانيه بر راديان ٦٠ و ٢٩ ،١٥ فركانس هاي با و تن ٢٠٠ بادامنه ي هارمونيك نيروي يك
:مطلوب است

  يبرا سازه جابجايي پاسخ محاسبه ي )الف
 اسخ هايپ گرفتن نظر در با فركانس ها كليه ي

  ه يمحاسب )ب .آن ها ترسيم و ماندگار و گذرا
 سه هر براي )𝑅ௗ( مكان تغيير پاسخ ضريب
  حداكثر جابجايي محاسبه ي و فركانسي نسبت

.)𝑢௦௧ ( استاتيكي

5 m

4 m

  ttP  sin200
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 )١-الف = 15 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

𝑢 همچنين و سازه مشخصات به توجه با 0 = 3 c𝑚 و �̇� 0 = :اب است برابر پاسخ بنابراين ،0
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𝑢 𝑡 = 𝑢 0 cos 𝜔𝑡 + 
�̇� 0

𝜔
−

𝑝଴

𝑘
 


𝜔

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 پاسخ گذرا  

+
𝑃଴

𝑘
 

1

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛𝑡

 پاسخ ماندگار

𝑢ଵ 𝑡 = 3𝑐𝑜𝑠(28𝑡) +  
0

28
−

200000

16000
 

15
28

1 −
15
28

ଶ 𝑠𝑖𝑛 28𝑡

 پاسخ گذرا  

+
200000

16000
 

1

1 −
15
28

ଶ 𝑠𝑖𝑛 15𝑡

 پاسخ ماندگار
𝑢ଵ 𝑡 = 3𝑐𝑜𝑠(28𝑡) − 9.4 𝑠𝑖𝑛 28𝑡

 پاسخ گذرا  
+ 17.5 𝑠𝑖𝑛 15𝑡

 پاسخ ماندگار

.است دهش ترسيم بعد اسلايد شكل در است، ماندگار هم و گذرا پاسخ شامل هم كه فوق رابطه ي
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 )٢-الف = 29 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

𝑢 𝑡 = 𝑢 0 cos 𝜔𝑡 +  
�̇� 0

𝜔
−

𝑝଴

𝑘
 


𝜔

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 پاسخ گذرا  

+
𝑃଴

𝑘
 

1

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝑡

 پاسخ ماندگار

𝑢ଶ 𝑡 = 3𝑐𝑜𝑠(28𝑡) +  
0

28
−

200000

16000
 

29
28

1 −
29
28

ଶ 𝑠𝑖𝑛 28𝑡

 پاسخ گذرا  

+
200000

16000
 

1

1 −
29
28

ଶ 𝑠𝑖𝑛 29𝑡

 پاسخ ماندگار
𝑢ଶ 𝑡 = 3𝑐𝑜𝑠(28𝑡) + 178 𝑠𝑖𝑛 28𝑡

 پاسخ گذرا  
− 172 𝑠𝑖𝑛 29𝑡

 پاسخ ماندگار

.است هشد ترسيم بعد اسلايد شكل در است، ماندگار هم و گذرا پاسخ شامل هم كه فوق رابطه ي
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 )٣-الف = 60 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

𝑢 𝑡 = 𝑢 0 cos 𝜔𝑡 +  
�̇� 0

𝜔
−

𝑝଴

𝑘
 


𝜔

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡

 پاسخ گذرا  

+
𝑃଴

𝑘
 

1

1 −

𝜔

ଶ 𝑠𝑖𝑛 𝑡

 پاسخ ماندگار

𝑢ଷ 𝑡 = 3𝑐𝑜𝑠(28𝑡) +  
0

28
−

200000

16000
 

60
28

1 −
60
28

ଶ 𝑠𝑖𝑛 28𝑡

 پاسخ گذرا  

+
200000

16000
 

1

1 −
60
28

ଶ 𝑠𝑖𝑛 60𝑡

 پاسخ ماندگار
𝑢ଷ 𝑡 = 3𝑐𝑜𝑠(28𝑡) − 7.46 𝑠𝑖𝑛 28𝑡

 پاسخ گذرا  
− 3.48 𝑠𝑖𝑛 60𝑡

 پاسخ ماندگار

.است هشد ترسيم بعد اسلايد شكل در است، ماندگار هم و گذرا پاسخ شامل هم كه فوق رابطه ي
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:از عبارتند مكان تغيير پاسخ ضرايب )ب

𝑅ௗభ
=

1

1 −

𝜔

ଶ =
1

1 −
15
28

ଶ = 1.40

𝑅ௗమ
=

1

1 −

𝜔

ଶ =
1

1 −
29
28

ଶ = −13.75

𝑅ௗయ
=

1

1 −

𝜔

ଶ =
1

1 −
60
28

ଶ =  −0.278

 براي كه مي شود ديده
ఠ

≪ 𝑅ௗభ پاسخ ضريب ، 1
= براي .است  1.40

ఠ
≈ 1  ، 𝑅ௗమ

=   بسيار رشد 13.75−

براي بالاخره و .است »رزونانس« حالت به نزديك شدن نشان دهنده ي و داشته زيادي
ఠ

> 2
𝑅ௗయ ضريب ، 

=  غيرهمفاز ه ينشان دهند بودن منفي .است استاتيكي حالت به نسبت جابجايي كاهش نشان دهنده ي و بوده 0.275− 

شرايط در يعني .است حالت اين در مكان تغيير پاسخ و بار بودن
ఠ

> 2
 تغييرمكان جهت و بار اعمال جهت ،   

.دارند اختلاف هم با ١٨٠ ̊سازه
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:با است برابر حداكثر استاتيكي تغييرمكان پاسخ

𝑢௦௧ ଴ =
𝑃଴

𝐾
=

200000

16000
= 12.5 c𝑚

𝑃 تحريك واقع در 𝑡 = 2000 sin 15𝑡 است شده زير حداكثر ديناميكي جابجايي اعمال موجب.  
𝑢௠௔ = 1.4 12.5 = 17.5 𝑐𝑚

𝑃 تحريك ترتيب همين به 𝑡 = 2000 sin 29𝑡 شده زير مقدار معادل حداكثر ديناميكي جابجايي اعمال موجب 
:است

𝑢௠௔ = −13.75 12.5 = 171.87 𝑐𝑚

𝑃 تحريك 𝑡 = 2000 sin 60𝑡 است شده زير معادل حداكثر ديناميكي جابجايي اعمال موجب:
𝑢௠௔ = −0.278 12.5 = −3.475 𝑐𝑚
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:آمد اهددرخو زير صورت به آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله ،ميرايي اثر گرفتن نظر در با
𝑚�̈� +  𝑐�̇� +  𝑘𝑢 = 𝑃଴ sin𝑡

𝑢 اوليه ي شرايط براي فوق معادله ي است لازم نيز حالت اين در مجدداً  = 𝑢(0) و �̇� = �̇�(0) 
:است زير شرح به فوق ديفرانسيل معادله ي خصوصي حل اثبات، بدون .گردد حل

𝑢௣ 𝑡 = 𝐶 sin𝑡 +  𝐷 cos𝑡

𝐶 =
𝑃଴

𝑘

1 −

𝜔

ଶ

1 −

𝜔

ଶ ଶ

+ 2𝜉

𝜔

ଶ

𝐷 =
𝑃଴

𝑘

−
2𝜉

𝜔

1 −

𝜔

ଶ ଶ

+ 2𝜉

𝜔

ଶ

ارتعاش اجباري هارمونيك ميرا
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:است زير صورت به سازه آزاد ارتعاش پاسخ واقع در قبل معادله ي )همگن( عمومي حل

𝑢௖ 𝑡 = 𝑒
ିకఠ௧

(𝐴 cos 𝜔஽𝑡 +  𝐵 sin 𝜔஽𝑡)

𝜔஽ فوق معادله ي در = 𝜔 1 − 𝜉ଶ  رزي رابطه ي مطابق فوق معادله ي كامل حل بنابراين .است 
.بود خواهد

𝑢 𝑡 = 𝑒
ିకఠ௧

 𝐴 cos 𝜔஽𝑡 +  𝐵 sin 𝜔஽𝑡

پاسخ گذرا
+ 𝐶 sin𝑡 +  𝐷 cos𝑡

پاسخ ماندگار

 د،ش انجام ناميرا سيستم هاي در كه آنچه مشابه استاندارد روش هاي به مي توان را 𝐵 و𝐴 ضريب
  معادله ي از كه همان طور .نمود محاسبه �̇�(0) اوليه ي سرعت و 𝑢(0) اوليه ي جابجايي برحسب

.است يافته لتشكي »ماندگار پاسخ« و »گذرا پاسخ« شامل قسمت دو از كل پاسخ ،مي شود ديده فوق
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t
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-2 t/T

0.50 1.0 1.5 2.0

 مشخصات با سازه اي براي قبل، معادله ي زير، شكل در
ఠ

= 0.2  ، 𝜉 = 0.05 ، 𝑢 0 = �̇� و 0 0 =
ఠ௉బ

௞
 شرايط( 

 ديده .گذراست پاسخ همان حقيقت در خط چين نمودار و خط پرُ نمودار بين اختلاف .است شده ترسيم )اوليه دلخواه
 كنترل كننده ي هك آنچه و رفته بين از گذرا پاسخ اثر تدريج به زمان، گذشت با ناميرا سيستم هاي برخلاف كه مي شود

 هنوز كه است داده رخ زماني سازه، در مكان تغيير حداكثر كه كنيد توجه .است »ماندگار پاسخ« همان است، پاسخ
.است نداده دست از را خود اهميت »گذرا پاسخ«

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

١٢٦صفحه  Version: 1.1

t/T

2 4 6 80

o
  
 u

 /
(u

  
)

st
o

10 12

n

0

10

20

-10

-20

( رزونانس شرايط در ميرا آزاد يك درجه سازه ي پاسخ زير، شكل در = 𝜔( است شده داده نشان.  
  پاسخ سرزونان شرايط در كه مي شود ديده .گردد مقايسه ناميرا سازه هاي نمودار با بايد نمودار اين

 شده محدود و رلكنت تمايل اين ميرايي علت به اما داشته، سريع افزايش به شديدي تمايل سيستم

ଵ عدد به بي نهايت در سازه پاسخ .است

ଶక
 شرايط در سازه  ميرايي افزايش .است شده مجانب 

 .است آن نده يفزاي شكل تغيير از جلوگيري و سازه رفتار كنترل براي مهمي بسيار عامل رزونانس
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:وشتن زير صورت به را )آن ماندگار پاسخ( سازه جابجايي پاسخ مي توان ميتوان قبل مشابه

𝑢 𝑡 = 𝑢଴ sin 𝑡 − 𝜙 = 𝑢௦௧ ଴𝑅ௗsin (𝑡 − 𝜙)

𝑢଴ آن در كه = 𝐶ଶ + 𝐷ଶ   و 𝜙 = 𝑡𝑔ିଵ −
஽

஼
:داريم 𝐷 و 𝐶 جاگذاري با .است 

𝑅ௗ =
𝑢଴

𝑢௦௧ ଴
=

1

1 −

𝜔

ଶ ଶ

+  2𝜉

𝜔

ଶ 

𝜙 = 𝑡𝑔ିଵ
2𝜉


𝜔

1 −

𝜔

ଶ

 شده عريفت ميرا سيستم هاي براي بار اين كه دارد نام »تغييرمكان پاسخ ضريب« مشابه 𝑅ௗ كه
  نسبت( 𝜉 به /𝜔نسبت بر علاوه ميرا سيستم هاي در 𝑅ௗ كه مي دهد نشان رابطه اين .است

.است وابسته نيز )ميرايي
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  /𝜔 مقابل در 𝑅ௗ نمودار روبرو شكل
 نمودار از .است مختلف هاي𝜉 براي

 به مهمي بسيار نتيجه گيري هاي مذكور
:است استخراج قابل زير صورت

( باشد صفر بار فركانس اگر -١
= 𝑅ௗ و بوده استاتيكي واقع در بار ،)0

=   ميرايي اين حالت در .است 1
 اين .ندارد پاسخ در نقشي هيچ گونه

 𝑃଴ ارب استاتيكي اعمال با متناظر حالت
.است سازه به
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1- If the frequency ratio /ω<<1.0 implying that the force is “slowly
varying”), Rd is only slightly larger than 1 and is essentially independent of
damping. Thus:

This result implies that the amplitude of dynamic response is essentially the same as the
static deformation and is controlled by the stiffness of the system.

2- If the frequency ratio /ω>>1.0 implying that the force is “rapidly
varying”), Rd tends to zero as /ω increases and is essentially unaffected by
damping. which can be approximated by:

This result implies that the response is controlled by the mass of the system.

3- If the frequency ratio /ω1.0 Rd is very sensitive to damping and, for
the smaller damping values

𝑢଴ ≈ 𝑢௦௧ =
𝑃଴

𝑘

𝑢଴ ≈ 𝑢௦௧

𝜔ଶ

ଶ
=

𝑃଴

𝑚ଶ

𝑢଴ ≈
𝑢௦௧

2
=

𝑃଴

𝑐𝜔
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/𝜔 فركانسي نسبت هاي براي -٢ < 1، 𝑅ௗ يراييم چنانچه .است سيستم ميرايي نسبت از تابعي 
𝜉 از كمتر تقريباً = 𝑅ௗ باشد، 0.7 >  ابجاييج پاسخ به نسبت ديناميكي جابجايي پاسخ و بوده 1

𝑢௦௧ ( استاتيكي ଴ =
௉బ

௄
𝜉 براي .شد خواهد تشديد ) > 0.7، 𝑅ௗ <   پاسخ واقع در و بوده 1

.است استاتيكي پاسخ از كمتر ديناميكي

/𝜔فركانس نسبت هاي براي -٣ ≈  به تمايل 𝑅ௗ و گرفته قرار رزونانس محدوده ي در سازه 1
 با يسازه ها براي و بوده شديد بسيار كم ميرايي با سازه هاي براي رشد اين .دارد شديد رشد

𝜉 ميرايي براي كه مي شود ديده حتي .داشت خواهد افت شدت به زياد ميرايي ≥ 0.7 ، 𝑅ௗ در 
 دوده يمح در سازه پاسخ كاهش در را تأثير بيشترين ميرايي .است ١ از كمتر رزونانس محدوده ي
.دارد رزونانس

/𝜔 فركانس نسبت هاي براي -٤ ≫   از كمتر همواره 𝑅ௗ و نداشته بسزائي تأثير ميرايي عملاً ، 1
.است فيزيكي لحاظ از بار سريع تغيير نمايانگر بزرگ هاي/𝜔.بود خواهد ١
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  برابر قفس وزن .بگيريد نظر در را زير شكل مطابق را صلب سقف با بتني خمشي قاب )مثال
20 ton 40 مربعي ستون هاي ابعاد .است × 40 تيرها ابعاد و سانتي متر 40 ×  سانتي متر 50

  سازه هآنك فرض با باشد، مربع سانتيمتر بر كيلوگرم 200000 آن الاستيسيته ي مدول اگر .است
 اثر تتح سقف تراز در سازه اين و باشد راست سمت به سانتي متر ٣ معادل اوليه اي جابجايي داراي

 ،بگيرد قرار ثانيه بر راديان ٦٠ و ٢٩ ،١٥ فركانس هاي با و تن ٢٠٠ بادامنه ي هارمونيك نيروي يك
:مطلوب است %٥ ميرايي فرض با
  يبرا سازه جابجايي پاسخ محاسبه ي )الف

 اسخ هايپ گرفتن نظر در با فركانس ها كليه ي
  ه يمحاسب )ب .آن ها ترسيم و ماندگار و گذرا

 سه هر براي )𝑅ௗ( مكان تغيير پاسخ ضريب
  حداكثر جابجايي محاسبه ي و فركانسي نسبت

.)𝑢௦௧ ( استاتيكي

5 m

4 m

  ttP  sin200
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)تكراري(

ميرا زاويه اي فركانس

𝜔஽ = 𝜔 1 − 𝜉ଶ 
= 28 1 − 0.05ଶ 

= 27.96

cm
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 4.20
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 )١-الف = 15 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐

𝑢 همچنين و سازه مشخصات به توجه با 0 = 3 c𝑚 و �̇� 0 = :اب است برابر پاسخ بنابراين ،0

𝑢ଵ 𝑡 = 𝑒ିకఠ௧ 𝐴ଵ cos 𝜔஽𝑡 +  𝐵ଵ sin 𝜔஽𝑡 +  𝐶ଵ sin 𝜔ଵ𝑡 +  𝐷ଵ𝑐𝑜𝑠𝜔ଵ𝑡

 𝐶ଵ =
௉బ

௞

ଵି

ഘ

మ

ଵି

ഘ

మ మ

ା ଶక

ഘ

మ
=

ଶ଴଴଴଴଴

ଵ଺଴଴଴

ଵି
భఱ

మఴ

మ

ଵି
భఱ

మఴ

మ మ

ା ଶ ଴.଴ହ
భఱ

మఴ

మ
= 17.4

𝐷ଵ =
௉బ

௄

ିଶక

ഘ

ଵି

ഘ

మ మ

ା ଶక

ഘ

మ
=

ଶ଴଴଴଴଴

ଵ଺଴଴଴

ିଶ ଴.଴ହ
భఱ

మఴ

ଵି
భఱ

మఴ

మ మ

ା ଶ ଴.଴ହ
భఱ

మఴ

మ
= − 1.31
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𝑢ଵ 𝑡 = 𝑒ିଵ.ସ௧ 𝐴ଵ cos(27.96𝑡 + 𝐵ଵ sin(27.96𝑡)) + 17.4 𝑠𝑖𝑛15𝑡 − 1.31 𝑐𝑜𝑠15𝑡

𝐴ଵ و 𝐵ଵ يعني مسئله اوليه ي شرايط اساس بر 𝑢 0 = 3 cm و �̇� 0 = :مي شوند تعيين 0
𝑡 = 0 ⇒ 𝑢 0 = 3 𝑐𝑚  ⇒ 3 = 𝐴ଵ(cos 0) − 1.31 cos 0   → 𝐴ଵ = 4.31

:مي كنيم محاسبه را سرعت رابطه ي و گرفته مشتق 𝑢(𝑡) از ، 𝐵ଵ تعيين براي

�̇�ଵ 𝑡 = −1.4𝑒ିଵ.ସ௧ 4.31 cos 27.96𝑡 + 𝐵ଵ sin 27.96𝑡 + 𝑒ିଵ.ସ௧(−120.5 sin 27.96𝑡
+ 27.96𝐵ଵ cos 27.96𝑡 ) +261 cos(15𝑡) +  0.354 sin(15𝑡)
𝑡 = 0 ⇒ �̇�ଵ 0 = 0 ⇒ 0 = −1.4 4.31 + 27.96𝐵ଵ + 261         →   𝐵ଵ = −9.12

:است زير صورت به  𝑢ଵ(𝑡)پاسخ بنابراين
𝒖𝟏 𝒕
= 𝒆ି𝟏.𝟒𝒕 𝟒. 𝟑𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟕. 𝟗𝟔𝒕 − 𝟗. 𝟏𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝟕. 𝟗𝟔𝒕 + 𝟏𝟕. 𝟒 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓𝒕 − 𝟏. 𝟑𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟓𝒕

ଶ فركانسهاي براي ترتيب همين به = 29 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐و ଷ = 60 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐از است عبارت جابجايي پاسخ:
𝒖𝟐 𝒕
= 𝒆ି𝟏.𝟒𝒕 −𝟕𝟕. 𝟖𝟕 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟕. 𝟗𝟔𝒕 + 𝟏. 𝟖𝟕 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝟕. 𝟗𝟔𝒕 − 𝟓𝟔. 𝟕𝟓 𝐬𝐢𝐧 𝟏𝟓𝒕 + 𝟖𝟎. 𝟖 𝐜𝐨𝐬 𝟏𝟓𝒕
𝒖𝟑 𝒕
= 𝒆ି𝟏.𝟒𝒕 𝟑. 𝟐𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝟕. 𝟗𝟔𝒕 + 𝟎. 𝟐𝟖 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝟕. 𝟗𝟔𝒕 − 𝟑. 𝟒𝟕 𝐬𝐢𝐧 𝟔𝟎𝒕 − 𝟎. 𝟐𝟏 𝐜𝐨𝐬 𝟔𝟎𝒕
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.است شده داده نشان سوم حالت پاسخ زير شكل در
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 منطبق )ارماندگ( خصوصي پاسخ بر عملاً مناسب زمان مدت طي از پس كلي پاسخ كه مي شود ديده
 داكثرح پاسخ كه باشيد داشته توجه همچنين .است داده دست از را خود اهميت گذرا پاسخ و شده
  بايد سازه زيرا دارد؛ اهميت سازه طراحي در مسئله اين .است داده رخ گذرا پاسخ زوال از قبل

.نمايد تحمل را بار اثر تحت داده رخ جابجايي حداكثر

:تغييرمكان پاسخ ضرايب محاسبه ي )ب
𝑅ௗଵ =

𝑢଴

𝑢௦௧
=

1

1 −

𝜔

ଶ ଶ

+  2𝜉

𝜔

ଶ 

=
1

1 −
15
28

ଶ ଶ

+  2(0.05)
15
28

ଶ 

= 1.4

𝑅ௗଶ =
𝑢଴

𝑢௦௧ ଴
=

1

1 −

𝜔

ଶ ଶ

+  2𝜉

𝜔

ଶ 

=
1

1 −
29
28

ଶ ଶ

+  2(0.05)
29
28

ଶ 

= 7.9

𝑅ௗଷ =
𝑢଴

𝑢௦௧ ଴
=

1

1 −

𝜔

ଶ ଶ

+  2𝜉

𝜔

ଶ 

=
1

1 −
60
28

ଶ ଶ

+  2(0.05)
60
28

ଶ 

= 0.27
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  اجباري يارتعاش هاي فركانس با تحريك دو تحت دامنه مقدار آزاد يكدرجه سيستم يك در )مثال
= 5 برابر in فركانسي نسبت با هارمونيك تحريك تحت و =5 برابر دامنه حداكثر مقدار 

0.02 in نماييد تعيين را سيستم ميرايي نسبت مقدار .است آمده بدست.

A𝑡   = 𝜔                 𝑢଴ ≈
𝑢௦௧ ଴

2
= 5

A𝑡   = 5               𝑢଴ ≈ 𝑢௦௧

𝜔ଶ

ଶ
= 𝑢௦௧ ×

1

25
= 0.02

𝑢௦௧ ଴ = 0.5 𝑖𝑛                         = 0.05
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:ديناميكي پاسخ ضريب

 سه اين امنهد بيانگر و بوده بعد بي كه شتاب و سرعت تغييرشكل، پاسخ ضرايب بخش، اين در
.مي شود بررسي هستند، كميت

𝑢 𝑡 = 𝑢଴ 𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝜙 = 𝑢௦௧ ଴𝑅ௗ𝑠𝑖𝑛 (𝑡 − 𝜙) تكراري             
𝑢 𝑡

𝑢௦௧
=

𝑢 𝑡

𝑝଴/𝑘
= 𝑅ௗ𝑠𝑖𝑛 (𝑡 − 𝜙)

:داريم اخير رابطه از گرفتن مشتق يكبار با
�̇� 𝑡

𝑝଴/𝑘
= 𝑅ௗ cos 𝑡 − 𝜙 =

�̇� 𝑡
𝑝଴

𝑘𝑚
 

=

𝜔

𝑅ௗ𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝜙

= 𝑅௩𝑐𝑜𝑠 𝑡 − 𝜙                  →                                𝑅௩ =

𝜔

𝑅ௗ

.است سرعت پاسخ ضريب vR فوق، در كه
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:داريم شود، گرفته مشتق اخير رابطه از ديگر يكبار اگر
�̈� 𝑡

𝑝଴/ 𝑘𝑚
  = −𝑅௩𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝜙 =

�̈� 𝑡
𝑝଴
𝑚

= −

𝜔

𝑅௩𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝜙

�̈� 𝑡
𝑝଴
𝑚

= −𝑅௔𝑠𝑖𝑛 𝑡 − 𝜙           →                                𝑅௔ =

𝜔

𝑅௩

 بر 0p نيروي اعمال از حاصل شتاب به ارتعاشي شتاب دامنه نسبت aR ميشود، ديده كه همانطور
:داريم بنابراين .است جرم

𝑅௔


𝜔

= 𝑅௩ =

𝜔

𝑅ௗ

.داد قرار واحد نمودار يك در را روابط تمام ميتوان بالا رابطه از
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𝐹𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑐𝑦 𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜 

𝜔
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فصل چهارم  

 و اي هپل دلخواه، تحريك به پاسخ
اي ضربه
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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مقدمه
 نوع اين .است »پالسي« يا »ضربه اي بارگذاري« ديناميكي، بارگذاري هاي مهم بسيار انواع از ديگر يكي

 گسل ها نزديكي در لرزه اي حركات حتي يا و انفجار از ناشي بار جمله از متعددي موارد در بارگذاري
 ورهايمح از يكي بارگذاري هايي چنين درمعرض گرفته قرار سازه هاي ديناميك .مي آيند وجود به

 .است بوده ميلادي ١٩٦٠ و ١٩٥٠ دهه هاي در محققين مطالعات اصلي

P 𝑡

𝑡𝑖𝑚𝑒
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 ضابطه ي يا ابعت آن، براي نمي توان و بوده پيچيده بسيار زلزله اثر بر تحريك شتاب
 يدگيپيچ زلزله، حركات نامنظم و سريع تغييرات واقع در .آورد دست به خاصي

.است نموده وارد آن حركت نوع در بسياري

پاسخ به نيروي تابع زمان دلخواه
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�̇�هدف اين بخش حل معادله ي زير براي شرايط اوليه ي  0 = 0 ,𝑢 0 = :است 0

• 𝑚�̈� 𝑡 +  𝑐�̇� 𝑡 +  𝑘𝑢 𝑡 = 𝑃(𝑡)

  پاسخ تعيين براي ادامه در كه روشي در.است دلخواه كاملاً بارگذاري يك 𝑃(𝑡) آن در كه
𝑢(𝑡) دلخواه بارگذاري اثر بر 𝑃(𝑡)  صورت به بار كه مي كنيم فرض مي شود، داده توسعه 

 از ستمسي كلي پاسخ نتيجه در .مي شود اعمال سيستم به متوالي واحد ضربه هاي از مجموعه اي
 است واضح .مي شود محاسبه لحظه هر در اعمال شده تك ضربه هاي علت به سازه پاسخ برهم نهي

.باشد ارتجاعي محدوده ي در بايد سازه رفتار است، برهم نهي بر مبتني روش چون كه

پاسخ به ضربه واحد
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 سيارب مقدار با و كوتاه بسيار زمان مدت يك در است شده داده نشان نيرويي زير، شكل در
 هك همان طور .مي ناميم »ضربه نيروي« را بار اين .است شده اعمال سازه به )محدود اما( بزرگ
𝑃 بار اين معادله ي .مي شود ديده 𝑡 = 1/𝜀 كه است ε لحظه ي از بار اعمال زمان مدت طول 

𝑡 = 𝜏 كردن ميل با .است 𝜀 مي شود بينهايت بار صفر، به (
ଵ

଴
  ؛(
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 تغييرات نرخ شود، وارد 𝑚 مقدار به جرمي بر 𝑃 بار اگر ،نيوتن حركت دوم قانون به توجه با
يعني است؛ اعمالي نيروي با برابر جسم )حركت اندازه( مومنتوم

ௗ

ௗ௧
𝑚�̇� = 𝑃

 خواهد واحد معادل و مانده ثابت است، 𝑃(𝑡) نمودار زير سطح انتگرال با برابر كه »بار شدت« اما
𝜀 حالت در بار شدت .بود →   دلتاي معروف تابع رياضيات در .مي ناميم »واحد ضربه ي« را 0

𝛿(𝑡 صورت به كه ديراك − 𝜏) در آن مركز كه است واحدي ضربه ي واقع در شود، مي تعريف  
𝑡 = 𝜏 دارد قرار.A
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:با است برابر معادله اين جرم، ثابت مقدار يك براي
𝑃 = 𝑚�̈�

:داريم 𝑡 به نسبت طرفين انتگرال گيري با

න 𝑃 𝑑𝑡

௧మ

௧భ

= 𝑚 �̇�ଶ − �̇�ଵ = 𝑚 Δ�̇�

 امن »مومنتوم« نيز سرعت و جرم حاصلضرب .است »بار شدت« فوق معادله ي چپ سمت حاصل
 مطلب .منتوممو تغييرات با است برابر »ضربه اي بار شدت« كه مي كند بيان فوق معادله ي لذا .دارد
 تعميم هستند، نيز 𝑘 و𝑐 داراي 𝑚 بر علاوه كه آزاد يك درجه سازه هاي به مي توان همچنين را فوق
 لحاظ جرم اثر فقط فوق معادلات در زيرا باشند؛ نداشته تأثيري 𝑘 و𝑐 مقادير بايد تعميم اين در .داد

  فرصت سازه ضربه، اعمال زمان بودن كوتاه علت به عملاً ،واقعي سازه هاي در .است شده
.بود خواهند بي تأثير c ,k عملاً و نداشته را ميرايي و لختي نيروهاي وسيله ي به عكس العمل
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𝑡 لحظه ي در واحد ضربه ي = 𝜏 جرم به 𝑚 مي دهد زير معادل سرعتي:

�̇� 𝜏 =
ଵ

௠

:لذا و است صفر سازه اوليه ي جابجايي ضربه، اعمال از قبل كه مي دانيم همچنين

𝑢 𝜏 = 0

 ادلمع ضربه  اعمال زماني فاصله ي در كه اوليه اي سرعت علت به سازه ضربه، اتمام از پس
  از هساز پاسخ بنابراين ؛مي كند آزاد ارتعاش به شروع است، كرده دريافت فوق رابطه ي

𝑢 جايگذاري 0 = 0 ,�̇� 0 = 1/𝑚 براي آزاد يكدرجه سيستم حركت معادله ي در  
:مي آيد دست به زير صورت به ميرا سازه هاي و ناميرا سازه هاي
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ℎ  سيستم ناميرا 𝑡 − 𝜏 ≡ 𝑢 𝑡 =
1

𝑚𝜔
sin[𝜔(𝑡 − 𝜏)]      𝑡 ≥ 𝜏

ℎ سيستم ميرا 𝑡 − 𝜏 ≡ 𝑢 𝑡 =
ଵ

௠ఠವ
 𝑒ିక ௧ିఛ sin[𝜔஽(𝑡 − 𝜏)]      𝑡 ≥ 𝜏

ℎ(𝑡 با كه واحد ضربه ي پاسخ توابع − 𝜏) ديده بعد اسلايد شكل در است، شده داده نمايش  
 گذاريبار اثر تحت آزاد يك درجه سيستم پاسخ به مربوط كه اصلي مسئله ي حال .مي شود
.مي كنيم محاسبه آمد، دست به بالا در كه نتايجي از استفاده با را است دلخواه
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 است، دهش داده نشان بعد اسلايد شكل در كه صورتي به مي توان را زمان با متغير دلخواه 𝑃(𝑡) بار
 )ارتجاعي( يخط ديناميكي سيستم پاسخ مي توان .داد نشان متوالي كوتاه ضربه هاي از مجموعه اي با
𝑃 برابر 𝜏 زماني لحظه ي هر در آنها مقدار كه-ضربه هايي چنين به 𝜏 𝑑𝜏 حاصلضرب با را-است 

:دست آورد به واحد ضربه ي پاسخ در ضربه مقدار

𝑑𝑢 𝑡 = 𝑃 𝜏 𝑑𝜏 ℎ 𝑡 − 𝜏           𝑡 ≥ 𝜏

  .است لحظه آن تا ضربه ها كليه ي به پاسخ ها مجموع 𝑡 زماني لحظه ي هر در سيستم جابجايي پاسخ
:بنابراين

𝑢 𝑡 = ∫ 𝑃 𝜏
௧

଴
ℎ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏
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 با سيستم كل پاسخ محاسبه
 تتح آن پاسخ نهي هم بر از استفاده

مستطيلي ضربه هاي مجموعه اثر
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ℎ براي آمده بدست معادلات جاگذاري با 𝑡 − 𝜏 پاسخ فوق، انتگرال در 𝑢(𝑡) زير صورت به 
:مي آيد دست به ميرا و ناميرا سازه هاي براي

𝑢 𝑡 =
1

𝑚𝜔
 න 𝑃 𝜏

௧

଴

sin [𝜔 𝑡 − 𝜏 ]𝑑𝜏

𝑢 𝑡 =  
1

𝑚𝜔஽
 න 𝑃 𝜏

௧

଴

eିஞఠ ୲ିத sin 𝜔஽ 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

  اوليه ي فرض با فوق روابط كه شود دقت .مي نامند »دوهامل انتگرال« را فوق انتگرال هاي از يك هر
𝑢 0 = �̇� 0 = .است آمده دست به 0
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  دلخواه بارگذاري به خطي آزاد يك درجه سيستم پاسخ محاسبه ي براي روشي دوهامل انتگرال

𝑃(𝑡) چنانچه .است 𝑃(𝑡) يليتحل روشهاي به انتگرال محاسبه ي باشد، ساده اي رياضي تابع  

 براي ـ زلزله بارگذاري نظير ـ باشد پيچيده 𝑃(𝑡) چنانچه اما .بود پذيرخواهد امكان رياضي

 وريتمالگ بعد، بخش در .بود خواهد نياز رياضي عددي روش هاي به فوق انتگرال هاي محاسبه ي

 .ستا شده آورده ناميرا و ميرا شرايط در دلخواه پايه ي شتاب براي دوهامل انتگرال عددي حل

 در و نبوده سازه ها لرزه اي تحليل براي كارامدي روش دوهامل انتگرال كه است ذكر به لازم

.شد خواهند معرفي مناسب تري و كارامدتر جايگزين عددي روش هاي بعد، فصل
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انتگرال دوهامل يك درجه آزاد تحت اثر شتاب
ناميرا حالت )الف

  صورت به را فوق شتاب 𝑃(𝜏) معادل نيروي مي توان ، �̈�௚(𝜏) دلخواه پايه ي شتاب اثر تحت
:نوشت زير

𝑃 𝜏 = 𝑚�̈�௚(𝜏)

𝑢 𝑡 =
1

𝜔
න �̈�௚(𝜏)

௧

଴

sin[𝜔 𝑡 − 𝜏 ] 𝑑𝜏

 نحوه ي است لازم حل براي .است �̈�௚(𝑡) دلخواه تابع براي فوق انتگرال حل هدف حال
  اين كنيد فرض .باشد مشخص )گام شماره ي 𝑡௜ )𝑖 و 𝑡௜ିଵ زماني فاصله ي هر در شتاب تغييرات
 معادله ي وانمي ت صورت اين در .گرفت نظر در خطي بعد اسلايد شكل معادل بتوان را تغييرات

:نمود مشخص زير شكل به را 𝑡௜ و 𝑡௜ିଵ زماني لحظه هاي در فاصله  شتاب
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p

t

P

P

i-1

i

t
i-1

t
i

�̈�௚ 𝜏 = �̈�௚ 𝑡 ௜ିଵ +
Δ�̈�௚

Δ𝑡
 (𝜏)

𝜏 زماني فاصله ي در دلخواه زمان يك 𝑡௜ିଵ ,𝑡௜ است. Δ�̈�௚ نقاط شتاب اختلاف فوق رابطه ي در 
:است زير صورت به نظر مورد گام زماني فاصله ي Δ𝑡 و زماني گام انتهاي و ابتدا

𝜏
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Δ�̈�௚ = �̈�௚ 𝑡௜ − �̈�௚(𝑡௜ିଵ)

Δ𝑡 = 𝑡௜ −  𝑡௜ିଵ

:داد بسط زير رابطه ي مطابق مي توان را انتگرال داخل سينوسي عبارت همچنين
𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡 − 𝜏 = sin 𝜔 𝑡 cos 𝜔𝜏 − cos 𝜔𝑡 sin 𝜔𝜏

:آمد خواهد در زير شكل به دوهامل انتگرال بنابراين

𝑢 𝑡 =  
ଵ

ఠ
 {sin 𝜔𝑡 ∫ �̈�௚ 𝜏

௧

଴
cos 𝜔𝜏𝑑𝜏 − cos 𝜔𝑡 ∫ �̈�௚ 𝜏

௧

଴
sin 𝜔𝜏𝑑𝜏

:يعني ؛مي ناميم 𝐵(𝑡௜) و 𝐴(𝑡௜) ترتيب به را آكولاد داخل انتگرال هاي

𝐴 𝑡௜ = න �̈�௚ 𝜏
௧೔

଴

cos 𝜔𝜏𝑑𝜏

𝐵 𝑡௜ = න �̈�௚ 𝜏
௧೔

଴

sin 𝜔𝜏𝑑𝜏
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𝐴(𝑡௜) و 𝐵(𝑡௜) گام ييعن ـ قبل گام در آن ها مقادير اساس بر و گام  به  گام صورت به مي توان را  
𝑡௜ିଵ  آورد دست به زير صورت به:

𝐴 𝑡௜ = 𝐴 𝑡௜ିଵ +  Δ𝐴 (𝑡௜)

𝐵 𝑡௜ = 𝐵(𝑡௜ିଵ) +  Δ𝐵(𝑡௜)

Δ𝐴(𝑡௜) و Δ𝐵(𝑡௜) محاسبه اند قابل زير انتگرال هاي از:

Δ𝐴 𝑡௜ =  න �̈�௚(𝜏)
௧೔

௧೔షభ

cos 𝜔𝜏𝑑𝜏

Δ𝐵 𝑡௜ = න �̈�௚(𝜏)
௧೔

௧೔షభ

sin 𝜔𝜏𝑑𝜏

 را نتگرال هاا و مي كنيم جاگذاري فوق روابط در را )شتاب معادله ي( شتاب تغييرات رابطه ي اكنون
:مي كنيم حل
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Δ𝐴 𝑡௜ = න [�̈�௚(𝑡௜ିଵ

௧೔

௧೔షభ

) +
Δ�̈�௚

Δ𝑡
 (𝜏 − 𝑡௜ିଵ)] cos𝜔𝜏𝑑𝜏

= න �̈�௚(𝑡௜ିଵ

௧೔

௧೔షభ

)cos𝜔𝜏𝑑𝜏 + න
Δ�̈�௚

Δ𝑡
 (𝜏 − 𝑡௜ିଵ)] cos𝜔𝜏𝑑𝜏

௧೔

௧೔షభ

=
1

𝜔
�̈�௚ 𝑡௜ିଵ sin 𝜔𝜏  |௧೔షభ

௧೔   

:با است برابر اول عبارت حاصل
�̈�௚ 𝑡௜ିଵ

𝜔
[sin 𝜔𝑡௜ − sin 𝜔 𝑡௜ିଵ]

:مي كنيم حل جزءبه جزء روش به را آكولاد داخل اول جمله ي
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න 𝜏⏞
௨

.
௧೔

௧೔షభ

cos 𝜔𝜏 𝑑𝜏

ௗ௩

= 𝜏⏞
௨

.
1

𝜔
sin 𝜔𝜏

௩

− න
1

𝜔
sin 𝜔𝜏

௩

. 𝑑𝜏ฏ
ௗ௨ 

 

=

𝜏

𝜔
sin 𝜔𝜏 +

𝑐𝑜𝑠𝜔𝜏

𝜔ଶ

:با است برابر Δ𝐴(𝑡௜) بنابراين
Δ𝐴௧೔

=
�̈�௚ 𝑡௜ିଵ

𝜔
sin(𝜔𝑡௜ − sin 𝜔𝑡௜ିଵ ]

+
𝛥�̈�௚

𝛥𝑡

𝑡௜

𝜔
𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡௜ +

𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡௜

𝜔ଶ −
𝑡௜ିଵ

𝜔
𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡௜ିଵ −

𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡௜ିଵ

𝜔ଶ
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:مشابه محاسبات انجام با
Δ𝐵௧೔

= −
1

𝜔
�̈�௚ 𝑡௜ିଵ −

𝑡௜ିଵ Δ�̈�௚

Δ𝑡
 cos 𝜔𝑡௜ − cos 𝜔𝑡௜ିଵ +

Δ�̈�௚

𝜔ଶ Δ𝑡
{sin 𝜔𝑡௜

−  sin 𝜔𝑡௜ିଵ − 𝜔 𝑡௜ cos 𝜔𝑡௜ − 𝑡௜ିଵ cos 𝜔𝑡௜ିଵ }
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𝑡 لحظه ي از گام به گام صورت به حال =   .مي شود محاسبه لحظه هر در پاسخ شتاب پايان تا 0

)آزاد مطالعه(ميرا حالت

𝑃 تعريف با نيز اين حالت در 𝑡 = 𝑚�̈�௚(𝜏) شتاب براي دوهامل انتگرال رابطه ، در جايگذاري و  
:شد خواهد محاسبه زير صورت به ميرا شرايط در �̈�௚(𝜏) دلخواه پايه ي

𝑢 𝑡 =
1

𝜔஽
න �̈�௚(𝜏)

ఛ

଴

𝑒ିకఠ ௧ିఛ sin[𝜔஽(𝑡 − 𝜏)]𝑑𝜏

 خطي راتتغيي فرض با و شد گرفته پيش در ناميرا شرايط براي )الف( حالت در كه روندي مشابه
 ارائه مربوط روابط اثبات، بدون ادامه، در .مي آيد دست به پاسخ 𝑡௜ିଵ و 𝑡௜ زماني بازه ي در شتاب

رابطه ي از استفاده با :مي گردد
sin 𝜔஽ 𝑡 − 𝜏 = sin 𝜔஽𝑡 cos 𝜔஽𝜏 − cos 𝜔஽𝑡 sin 𝜔஽𝜏

:به مي شود تبديل ميرا شرايطدر  دوهاملانتگرال 
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𝑢 𝑡

=
1

𝜔஽
{sin 𝜔஽𝑡 න �̈�௚ 𝜏

ఛ

଴

. 𝑒ିక ௧ିఛ . cos 𝜔஽𝜏𝑑𝜏

− cos 𝜔஽ 𝑡 න �̈�௚ 𝜏
ఛ

଴

. 𝑒ିకఠ ௧ିఛ . sin 𝜔஽ 𝜏}

:مي كنيم بازنويسي زير صورت به را پاسخ »الف« حالت مشابه

𝑢 𝑡 =
1

𝜔஽
{𝑒ିకఠ௧೔ 𝐴ᇱ 𝑡௜ . sin 𝜔஽𝑡௜ −  𝐵ᇱ 𝑡௜ . 𝑐𝑜𝑠𝜔஽𝑡௜]

𝐴ᇱ 𝑡௜ = 𝐴ᇱ 𝑡௜ିଵ +  Δ𝐴ᇱ(𝑡௜)

𝐵ᇱ 𝑡௜ = 𝐵ᇱ(𝑡௜ିଵ) +  Δ𝐵ᇱ(𝑡௜)
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:با است برابر Δ𝐵ᇱ(𝑡௜) وΔ𝐴ᇱ(𝑡௜) فوق، بازگشتي رابطه ي در

Δ𝐴ᇱ 𝑡௜ = �̈�௚ 𝑡௜ିଵ − 𝑡௜ିଵ

Δ�̈�௚

Δ𝑡
 𝐶ଵ +

Δ�̈�௚

Δ𝑡
 𝐶ସ

Δ𝐵ᇱ 𝑡௜ = �̈�௚ 𝑡௜ିଵ − 𝑡௜ିଵ

Δ�̈�௚

Δ𝑡
 𝐶ଶ +

Δ�̈�௚

Δ𝑡
 𝐶ଷ

:است زير صورت به 𝐶ସ  تا 𝐶ଵ ضرايب مقادير

𝐶ଵ =
𝑒కఠఛ

𝜉𝜔 ଶ + 𝜔஽
 (𝜉𝜔 cos 𝜔஽𝜏 + 𝜔஽ sin 𝜔஽𝜏)|௧೔షభ

௧೔

𝐶ଶ =
𝑒కఠఛ

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽
 (𝜉𝜔 sin 𝜔஽𝜏 − 𝜔஽ cos 𝜔஽𝜏)|௧೔షభ

௧೔
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𝐶ଷ

= { 𝜏 −
𝜉𝜔

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽

𝑒కఠఛ

𝜉𝜔 ଶ + 𝜔஽
𝜉𝜔 sin 𝜔஽𝜏 − 𝜔஽ cos 𝜔஽𝜏

همان رابطه ي஼మ بدون كران

+  
𝜔஽

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽

𝑒కఠ೙ఛ

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽
 𝜉𝜔 cos 𝜔஽𝜏 + 𝜔஽ sin 𝜔஽𝜏

همان رابطه ي௖భ بدون كران

}|௧೔షభ

௧೔

𝐶ସ

= 𝜏 −
𝜉𝜔

𝜉𝜔௡
ଶ +  𝜔஽

𝑒కఠఛ

𝜉𝜔௡
ଶ +  𝜔஽

𝜉𝜔 cos 𝜔஽𝜏 + 𝜔஽ sin 𝜔஽𝜏

همان رابطه ي஼భ بدون كران

−  
𝜔஽

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽

𝑒కఠ೙ఛ

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽
 𝜉𝜔 sin 𝜔஽𝜏 − 𝜔஽ cos 𝜔஽𝜏

همان رابطه ي஼మ بدون كران

}|௧೔షభ

௧೔

−  
𝜔஽

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽

𝑒కఠ೙ఛ

𝜉𝜔 ଶ +  𝜔஽
 𝜉𝜔 sin 𝜔஽𝜏 − 𝜔஽ cos 𝜔஽𝜏

همان رابطه ي஼మ بدون كران

}|௧೔షభ

௧೔
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  برابر قفس وزن .بگيريد نظر در را زير شكل مطابق را صلب سقف با بتني خمشي قاب )مثال
20 ton 40 مربعي ستون هاي ابعاد .است × 40 تيرها ابعاد و سانتي متر 40 ×  سانتي متر 50

  تاس مطلوب باشد، مربع سانتيمتر بر كيلوگرم 200000 آن الاستيسيته ي مدول اگر .است
 و دوهامل روش به 𝑥 راستاي در ثانيه ١/٥ مدت به جرم مركز در سازه جابجايي پاسخ محاسبه ي

  كه سازه فونداسيون به هارمونيك شتاب اعمال علت به ثانيه 0.01 و ثانيه 0.05 گامهاي با
�̈�௚ صورت به آن معادله ي 𝑡 = 1.5 sin(10𝑡) كنيد ترسيم را پاسخ اين .است.

5 m

4 m

   ttug 10sin5.1

 نيز ملدوها انتگرال از استفاده بدون مسئله اين گرچه
  ناميرا هارمونيك حركت روابط از استفاده با راحتي به
 دادن نشان جهت اينجا در اما است، قابل )٣ فصل(

 وريتمالگ با مسأله دوهامل، انتگرال از استفاده نحوه ي
.مي شود حل دوهامل
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  𝑡 زماني گام هر در زير جدول صورت به مسأله حل
 لحظه هر در جابجايي آخر، ستون .مي شود تنظيم
.است

 ٠/٠٥ زماني هاي گام براي روبروي جدول مقادير
.بود خواهد بعد اسلايد شكل بصورت ثانيه

t d2u/dt2 dA A dB B u(t)
0 0 0 0 0 0 0

0.05 0.719 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.1 1.262 -0.174 -0.174 0.301 0.301 8.054

0.15 1.496 -0.239 -0.414 -0.087 0.214 16.628
0.2 1.364 -0.030 -0.444 0.158 0.372 -0.315

0.25 0.898 -0.462 -0.906 -0.019 0.354 -30.775
0.3 0.212 -0.055 -0.961 -0.352 0.002 -29.292

0.35 -0.526 -0.047 -1.008 0.014 0.016 0.014
0.4 -1.135 -0.197 -1.205 -0.368 -0.352 44.681

0.45 -1.466 0.330 -0.874 -0.254 -0.607 20.599
0.5 -1.438 -0.037 -0.911 -0.033 -0.640 -29.114

0.55 -1.058 0.414 -0.497 -0.662 -1.301 -49.669
0.6 -0.419 1.103 0.606 0.430 -0.871 -33.538

0.65 0.323 -0.205 0.401 0.909 0.038 -9.727
0.7 0.985 -0.263 0.137 -0.007 0.031 2.545

0.75 1.407 0.016 0.153 0.134 0.164 7.799
0.8 1.484 -0.047 0.107 0.014 0.178 4.331

0.85 1.198 0.067 0.174 0.135 0.314 -8.676
0.9 0.618 -0.095 0.079 0.066 0.380 -13.337

0.95 -0.113 0.071 0.150 0.073 0.452 3.649
1 -0.816 -0.195 -0.046 0.278 0.730 24.652

1.05 -1.320 -0.485 -0.530 -0.237 0.493 24.669
1.1 -1.500 0.085 -0.445 -0.327 0.165 4.365

1.15 -1.313 -0.512 -0.957 -0.039 0.126 -27.334
1.2 -0.805 -0.140 -1.097 -1.635 -1.509 -63.072

1.25 -0.099 2.036 0.939 -0.578 -2.087 -81.713
1.3 0.630 0.624 1.563 1.359 -0.727 -46.805

1.35 1.206 -0.453 1.110 0.317 -0.411 18.581
1.4 1.486 -0.033 1.077 -0.034 -0.444 39.484

1.45 1.402 0.004 1.081 -0.005 -0.449 -6.378
1.5 0.975 -0.009 1.071 -0.005 -0.454 -41.558
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پله ايپاسخ به نيروي 

:نمايد جهش 0p مقدار به دفعتاً كه است نيرويي پله اي، نيروي زير، شكل مطابق

 مسيست براي دوهامل، معادله حل با
 يرز بصورت سيستم پاسخ ناميرا

:مي آيد بدست

𝑢 𝑡 =
1

𝑚𝜔
 න 𝑃 𝜏

௧

଴

𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =
1

𝑚𝜔
 න 𝑝଴

௧

଴

𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏

=
𝑝଴

𝑚𝜔
 න 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =

𝑝଴

𝑚𝜔

cos 𝜔 𝑡 − 𝜏

𝜔
ఛୀ଴

ఛୀ௧

=
𝑝଴

𝑘

௧

଴

1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡
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:بعبارتي يا و

 مپايهه شكل تغيير روبرو شكل در
 ترسيم 0p نيروي علت به شده
.است شده

𝑢 𝑡 = (𝑢௦௧)଴ 1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 = (𝑢௦௧)଴ 1 − 𝑐𝑜𝑠
2𝜋

𝑇
𝑡

 تناوب انزم با سيستم پاسخ :نتيجه
.است طبيعي

 سخ،پا حداكثر آوردن بدست براي
 مشتق اخير رابطه( جابجايي از

:دهيممي قرار صفر برابر و گرفته

�̇� 𝑡 = (𝑢௦௧)଴ −𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 = 0   →   𝜔𝑡 = 𝑗𝜋 →    𝑡 =
௝

ଶ
𝑇

.ميدهند را جابجايي حداقل مقدار زوج هاي j است فرد صحيح عدد j فوق، رابطه در كه
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:داريم قبل اسلايد رابطه در حداكثر t مقدار دادن قرار با

 ناشي تغييرشكل برابر دو نيرو، ناگهاني اعمال از ناشي تغييرشكل ميشود، ديده كه همانطور بنابراين
.است نيرو آرام اعمال از

:كاربرد

 وزنه ،آلات ماشين اتاقك، وزن :آسانسورها نگهدارنده سازه هاي :ششم مبحث -٤-٥-٥-٦ بند
 بارهاي آنكه مگر شوند، ضرب ٢ ضريب در بايد وسايل و مسافران وزن از ناشي زنده بار و تعادل
.باشد شده ضرب مقدار اين برابر حداقل ضريبي در سازنده توسط شده ارائه اسمي

𝑢଴ = 2(𝑢௦௧)଴
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)خطي(پاسخ به نيروي شيبدار 

 نيرو روبرو شكل مطابق
. كندمي تغيير خطي بصورت

𝑢 𝑡 =
1

𝑚𝜔
 න 𝑃 𝜏

௧

଴

𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 − 𝜏 𝑑𝜏 =
1

𝑚𝜔
 න 𝑝଴

𝜏

𝑡௥
𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 − 𝜏

௧

଴

𝑑𝜏

= (𝑢௦௧)଴

𝑡

𝑡௥
−

𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡

𝜔𝑡௥

𝑝 𝑡 = 𝑝଴

𝑡

𝑡௥

:مداري سازي ساده و گيري انتگرال با
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است استاتيكي جابجايي حول پاسخ ميشود، ديده كه همانطور
𝑢௦௧ 𝑡 =

𝑃 𝑡

𝑘
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مستطيليضربه  پاسخ به نيروي 
 تا ازهس .مي شود ديده »پله اي ضربه  بار« به موسوم ضربه اي، بارگذاري از نمونه اي زير شكل در

 خواهد صفر مساوي بار لحظه اين از پس و داشته قرار 𝑃଴ ثابت مقدار با بار اثر تحت 𝑡ௗ لحظه ي
 كرده پيدا يضربه ا بار اعمال حين كه اوليه اي مشخصات علت به بلكه نمي شود؛ متوقف سازه اما .بود

 اول ه يمعادل .شود نوشته بايد حركت معادله ي دو بنابراين .مي كند آزاد ارتعاش به شروع است،
𝑡 زمان هاي در سازه ارتعاش براي ≤ 𝑡ௗ ارتعاش براي دوم معادله ي و مي شود وارد سازه بر بار كه 
𝑡 زمان هاي در سازه ≥ 𝑡ௗ هب معادلات اين .دارد آزاد ارتعاش سازه و شده برداشته سازه از بار كه 

P:مي شوند نوشته ناميرا شرايط براي زير صورت

P

ttd

0
𝑚�̈� +  𝑘𝑢 = 𝑃 𝑡 =  ቊ

𝑃଴         𝑡 ≤ 𝑡ௗ

0           𝑡 ≥ 𝑡ௗ
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𝑢 :از عبارتند قبل رابطه ي اوليه ي شرايط 0 = �̇� 0 = :مي شود انجام فاز دو در حل . 0

𝑡( اجباري ارتعاش فاز ـ١ ≤ 𝑡ௗ(: حتت سيستم كه شده حل قبلا معادله كلي پاسخ فاز، اين براي 
:مي شود تكرار مجدداً سهولت براي .است پله اي نيروي

𝑡( آزاد ارتعاش فاز ـ٢ ≥ 𝑡ௗ(: لحظه ي در بار قطع از پس 𝑡 = 𝑡ௗ ، در كه اوليه اي شرايط با سازه 
:از عبارتند شرايط اين .مي كند آزاد ارتعاش به شروع است، ١ فاز انتهايي شرايط واقع

•𝑢(𝑡ௗ) = جابجايي اوليه در ابتداي فاز دوم= جابجايي در انتهاي فاز اول

•�̇�(𝑡ௗ) = سرعت اوليه در ابتداي فاز دوم= سرعت در انتهاي فاز اول

𝑢ଵ 𝑡 =
𝑝଴

𝑘
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡    →    

𝑢ଵ 𝑡

(𝑢௦௧)଴
= 1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 = 1 − 𝑐𝑜𝑠

2𝜋𝑡

𝑇
      𝑡 ≤ 𝑡ௗ
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 رايطش با ناميرا، آزاد ارتعاش براي دوم فصل در آمده بدست معادله ي از دوم فاز پاسخ بنابراين
:مي آيد دست به زير صورت به فوق اوليه ي

 در دليل همين به .مي شود اندازه گيري 𝑡ௗ لحظه ي از پس فوق معادله ي در زمان كه كنيد توجه
𝑡 عبارت اخير معادله ي − 𝑡ௗ است شده ظاهر.

:اخير معادله در

𝑢ଶ 𝑡 = 𝑢ଵ 𝑡ௗ 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑡 − 𝑡ௗ +
�̇�ଵ 𝑡ௗ

𝜔
 𝑠𝑖𝑛𝜔 𝑡 − 𝑡ௗ          𝑡 ≥ 𝑡ௗ

𝑢ଵ 𝑡ௗ =
𝑃଴

𝑘
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡ௗ)

�̇�ଵ 𝑡ௗ =
𝑃଴

𝑘
𝜔𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡ௗ         

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

١٨٢صفحه  Version: 1.1

 و رهاتي وزن احتساب با طبقه كل وزن .بگيريد نظر در را زير شكل آزاد يك درجه سازه ي )مثال
𝑊 مجموعاً  دهانه در هر نيز و ستون ها = 50 ton عمقط .مي شوند فرض صلب كاملاً  تيرها .مي باشد 
 ريبض با فولاد ستون مصالح اگر .شده اند متصل ستون ها بال به تيرها و بوده 𝐼𝑃𝐵400 ستون ها

𝐸 ارتجاعي = 2 × 10ହ  
௞௚

௖௠మ و 𝑓௬ = 2400
௞௚

௖௠మ، به محاس مطلوبست ناميرا سيستم براي و باشد 
.ثانيه ٤ مدت براي شده داده نشان پالسي بارگذاري علت به سازه جابجايي ترسيم و

4m 6m

4m

W=50 ton

IPB 400

0 1sec

20 ton

p(t)

t
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:مي كنيم محاسبه را سيستم مشخصات ابتدا :حل
𝑘 = 3

12𝐸𝐼

ℎଷ
=

36𝐸𝐼

ℎଷ

𝐼 = 57680 𝑐𝑚ସ

𝐸 = 2 × 10଺
𝑘𝑔

𝑐𝑚ଶ

𝑘 =
36 2 × 10଺ 57680

400ଷ
= 64890 

𝑘𝑔

𝑐𝑚

𝑚 =
𝑊

𝑔
=

50000

981
≅ 50 𝑘𝑔. 𝑠𝑒𝑐ଶ/𝑐𝑚

⇒ 𝜔 =
௞

௠

 
= 36.02 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐 

جدول از قوي محور حول اينرسي ممان
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:مي شود محاسبه زير صورت به ٢ و١ فاز دو در پاسخ

𝒕( ١ فاز ≤ 𝟏 𝒔𝒆𝒄(  

𝐭( ٢ فاز ≥ 𝟏 𝐬𝐞𝐜(

.ترسيم شده  استبعدي پاسخ در نمودار 

𝑢ଵ 𝑡 =
20000

64890
1 − 𝑐𝑜𝑠36.02𝑡 = 0. 308(1 − 𝑐𝑜𝑠 36.02𝑡)

𝑢ଵ 𝑡ௗ =
𝑃଴

𝑘
(1 − cos 𝜔𝑡ௗ) =

20000

64890
(1 − cos 36.02 × 1 = 0.34 𝑐𝑚

�̇�ଵ 𝑡ௗ =
𝑃଴

𝑘
𝜔 sin 𝜔𝑡ௗ =

20000

64890
36.02 sin 36.02 × 1 = −11.03

𝑐𝑚

𝑠𝑒𝑐

𝑢ଶ 𝑡 = 𝑢 𝑡ௗ cos 𝜔(𝑡 − 𝑡ௗ) +
�̇� 𝑡ௗ

𝜔
sin 𝜔(𝑡 − 𝑡ௗ)         𝑡 ≥ 1 𝑠𝑒𝑐

𝑢ଶ 𝑡 = 0. 34 𝑐𝑜𝑠 36.02 𝑡 − 1 −
11.03

36.02
𝑠𝑖𝑛[36.02 𝑡 − 1 ]
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تحليل تقريبي براي ضربه كوتاه

 خالص ضربه به مربوط حل )25.0T</dt( باشد، كوتاه خيلي ضربه تداوم زمان اگر
:ضربه زير مساحت .است واقعي ضربه به نزديك

 فوق انتگرال ارمقد در واحد ضربه پاسخ برابر فوق ضربه اي نيروي به سيستم پاسخ
:است

:با است برابر شكل تغيير حداكثر بنابراين

𝐼 = න 𝑝 𝑡 𝑑𝑡
௧೏

଴

𝑢 𝑡 = 𝐼
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=
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  p(t) ضربه تاثير تحت سطحي انفجار علت به هوايي مخزن زير، شكل مطابق )مثال
 ضربه تعل به را مخزن پايه خمشي لنگر و پايه برش حداكثر .است گرفته قرار

:است زير بصورت مخزن مشخصات .نماييد تعيين
𝑤 = 100 𝑘𝑖𝑝𝑠         𝑘 = 8.2

𝑘𝑖𝑝𝑠

𝑖𝑛
    𝑇௡ = 1.12 sec

𝑡ௗ

𝑇௡
=

0.08

1.12
= 0.071 < 0.25

𝜔 =
2𝜋

𝑇௡
=

2𝜋

1.12
= 5.61

𝑟𝑎𝑑

𝑠𝑒𝑐
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𝐼 = න 𝑝 𝑡 𝑑𝑡
௧೏

଴

= න 𝑝 𝑡 𝑑𝑡
଴.଴଼

଴

=
0.02

2
0 + 2 40 + 2 16 + 2 4 + 0

= 1.2 𝑘𝑖𝑝𝑠. 𝑠𝑒𝑐

𝑢଴ =
𝐼

𝑚𝜔
=

𝐼

𝑘

2𝜋

𝑇௡
=

1.2 × 2𝜋

8.2 × 1.12
= 0.821 𝑖𝑛

:داريم ميرايي از نظر صرف با و ذوزنقه قانون از استفاده با

න 𝑦𝑑𝑥
௕

௔

≈
𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ 𝑜𝑓
 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙

1

2
𝑓𝑖𝑟𝑠𝑡 + 𝑙𝑎𝑠𝑡

 𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒
+

𝑠𝑢𝑚 𝑜𝑓 𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔
 𝑜𝑟𝑑𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑠
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:معادل استاتيكي نيروي
𝑓௦௢ = 𝑘𝑢଴ = 8.2 × 0.821 = 6.73 𝑘𝑖𝑝𝑠

𝑀௕ = 𝑓௦௢ × ℎ = 538 𝑘𝑖𝑝𝑠 − 𝑓𝑡
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فصل پنجم  

 لتحلي براي عددي هاي روش
ديناميكي
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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 ه يپاي شتاب يا نيرو به سازه ها پاسخ محاسبه ي عددي روش هاي فصل اين در
 هايروش   درواقع روش ها اين .مي شود معرفي زمان درحوزه دلخواه ديناميكي

  در كتحر معادله ي كه هستند پيچيده توابع با ديفرانسيل معادلات حل عددي
  روش اين .دست اند اين از زلزله، بارگذاري اثر تحت جمله از موارد، از بسياري

  قابل نيز راحتي به و بوده دوهامل انتگرال عددي روش  از كارامدتر بسيار
.متعددند عددي روش هاي .است نرم افزار كمك به اجرا و برنامه نويسي

  لتفاض روش« و »بار درون يابي بر مبتني روش« نام به آن ها از روش دو فقط
  .گرفت خواهد قرار توجه مورد »مركزي

مقدمه
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  در معمولاً آزاد يك درجه سازه ي حركت معادلات حل تحليلي روش هاي از استفاده
 ،باشد پيچيده �̈�௚(𝑡) پايه ي شتاب يا 𝑃(𝑡) خارجي نيروي ـ تحريك كه شرايطي

  عددي روش هاي از شرايطي چنين در .نيست ممكن باشد، غيرخطي سيستم يا و
 نه يزمي در وسيعي بسيار مطالعات ،رياضيات در .مي شود استفاده گام به گام
  در كه سيستمي.است گرفته انجام ديفرانسيل معادلات حل عددي روش هاي
 يا و ترك ،تسليم آن مصالح در و دارد قرار خود رفتار از غيرارتجاعي مرحله ي

  .مي شود ديده خرابي

رار از رفتار خود ق غيرارتجاعي مرحله يدر  كه سيستمي: غيرخطيسيستم 
. مي شود ديدهو يا خرابي  ترك، تسليمدارد و در مصالح آن 

مباني روش عددي
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روشهاي گام به گام زماني
  اشد،ب نظر مورد آن عددي حل كه حركت معادله ،غيرارتجاعي سيستم يك براي

:است زير بصورت

:شود گرفته نظر در زير بصورت مرزي شرايط

:نمود مجزا زير بصورت ميتوان را سيستم به وارده نيروي

     tumtpufucum gs   or        

    0000  uu 

  iiiii tttNitpp  10
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 براي ابراينبن ميشوند، تعيين زماني، لحظه هر در شتاب، و سرعت جابجايي، مقادير
:با است برابر پاسخ مقادير ام،i زمان

 را i+1 زمان پاسخ هاي ميتوان فصل، اين در شده ذكر عددي روشهاي از استفاده با
:شود اقناع زمان آن در فوق رابطه كه نمود تعيين طوري

  iisii pfucum  

  1111   iisii pfucum 
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 گام به امگ يك از برداشتن گام .ميشود مشخص زماني گام هر در پاسخ بنابراين
:عددي حل در اساسي شرط سه .نيست دقيق روش يك معمولاً جلوتر،

  .شود همگرا دقيق حل به عددي حل فواصل، كاهش با يعني ،همگرايي -١

 پايدار بايد عددي حل اعداد، گردن خطاي ظهور صورت در يعني پايداري، -٢
  .باشد

.باشد دقيق حل به نزديك عددي حل نتايج -٣
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  اين در يقدق پاسخ محاسبه ي و زماني بازه هاي در ديناميكي بار كردن درون يابي با
 حظه ل هر در را سازه ها پاسخ مي توان قبل، فصل هاي روابط كمك به زماني بازه ي

 سبيمنا دقت خطي درون يابي باشد، كوچك زماني بازه ي چنانچه .كرد محاسبه
  .دارد

تحريك درون يابيبر  مبتني روش هاي

 ابعت مي توان خطي درون يابي با
 يزمان فاصله ي در را تحريك

𝑡௜ ≤ 𝑡 ≤ 𝑡௜ାଵ صورت به  
:نمود بيان زير

𝑃 𝜏 = 𝑃௜ +
Δ𝑃௜

Δ𝑡௜
 𝜏

Δ𝑃௜ = 𝑃௜ାଵ − 𝑃௜
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:است زير مقدار سه جمع حاصل Δ𝑡௜ زمان حين در سيستم پاسخ

𝜏=0 لحظه در �̇�௜اوليه سرعت و 𝑢௜ اوليه تغييرمكان علت به آزاد ارتعاش -١

.صفر اوليه شرايط با 𝑝௜ پله  اي نيروي به پاسخ -٢

୼௉೔ شيدار نيروي به پاسخ -٣

୼௧೔
𝜏

:شد خواهد زير بصورت فوق حالت سه براي جوابهاي مجموع

𝑢 𝜏 = 𝑢௜ 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝜏 +
�̇�௜

𝜔
𝑠𝑖𝑛 𝜔𝜏 +

𝑝௜

𝑘
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜏 +

∆𝑝௜

𝑘

𝜏

Δ𝑡௜
−

𝑠𝑖𝑛𝜔𝜏

𝜔Δ𝑡௜
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همچنين و
�̇� 𝜏

𝜔
= −𝑢௜ 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝜏 +

�̇�௜

𝜔
𝑐𝑜𝑠 𝜔𝜏 +

𝑝௜

𝑘
𝑠𝑖𝑛 𝜔𝜏 +

∆𝑝௜

𝑘

1

𝜔Δ𝑡௜
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝜏

τ در فوق روابط حل با = Δ𝑡௜ داريم:

𝑢௜ାଵ = 𝑢௜ 𝑐𝑜𝑠 𝜔Δ𝑡௜ +
�̇�௜

𝜔
𝑠𝑖𝑛 𝜔Δ𝑡௜ +

𝑝௜

𝑘
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔Δ𝑡௜ +

∆𝑝௜

𝑘

1

𝜔Δ𝑡௜
𝜔Δ𝑡௜ − 𝑠𝑖𝑛𝜔Δ𝑡௜

�̇�௜ାଵ

𝜔
= −𝑢௜ 𝑠𝑖𝑛 𝜔Δ𝑡௜ +

�̇�௜

𝜔
𝑐𝑜𝑠 𝜔Δ𝑡௜ +

𝑝௜

𝑘
𝑠𝑖𝑛 𝜔Δ𝑡௜ +

∆𝑝௜

𝑘

1

𝜔Δ𝑡௜
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔Δ𝑡௜
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  مي توان ـ شد داده نشان دوهامل انتگرال روش در آنچه مشابه ـ اثبات بدون
:نمود محاسبه زير صورت به لحظه هر در را سرعت و جابجايي پاسخ هاي

𝑢௜ାଵ = 𝐴𝑃௜ +  𝐵𝑃௜ାଵ + 𝐶𝑢௜ +  𝐷�̇�௜

�̇�௜ାଵ = 𝐴ᇱ𝑃௜ + 𝐵ᇱ𝑃௜ାଵ + 𝐶ᇱ𝑢௜ + 𝐷ᇱ�̇�௜

:نوشت ماتريسي صورت به برنامه نويسي جهت مي توان را فوق روابط
𝑢௜ାଵ

�̇�௜ାଵ
=

𝐴 𝐵
𝐴ᇱ 𝐵ᇱ

𝑃௜

𝑃௜ାଵ
+ 

𝐶 𝐷
𝐶ᇱ 𝐷ᇱ

𝑢௜

�̇�௜
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 فرم در فوق بازگشتي فرمول .است شده آورده فوق ضرايب كليه ي زير جدول در
.است رايانه در برنامه ريزي قابل سادگي به آن ماتريسي

𝐴 =
1

𝑘

2𝜉

𝜔Δ𝑡
+ 𝑒ିకఠ୼௧

1 − 2𝜉ଶ

𝜔஽Δ𝑡
−

𝜉

1 − 𝜉ଶ 
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡 − (1 +

2𝜉

𝜔Δ𝑡
)𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡

𝐵 =
1

𝑘
1 −

2𝜉

𝜔Δ𝑡
+ 𝑒ିకఠ୼௧ (

2𝜉ଶ − 1

𝜔஽Δ𝑡
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡 +

2𝜉

𝜔Δ𝑡
)𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡

𝐶 = 𝑒ିకఠ୼௧(
𝜉

1 − 𝜉ଶ 
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡)

𝐷 = 𝑒ିకఠ୼௧(
1

𝜔஽
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡)
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𝐴′ =
1

𝑘
−

1

Δ𝑡
+ 𝑒ିకఠ୼௧

𝜔

1 − 𝜉ଶ 
+

𝜉

Δ𝑡 1 − 𝜉ଶ 
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡 +

1

Δ𝑡
𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡

𝐵′ =
1

𝑘Δ𝑡
1 − 𝑒ିకఠ୼௧

𝜉

1 − 𝜉ଶ 
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡

𝐶′ = −𝑒ିకఠ୼௧(
𝜔

1 − 𝜉ଶ 
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡)

𝐷′ = 𝑒ିకఠ୼௧(𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡 −
𝜉

1 − 𝜉ଶ 
𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡)
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:بگيريد نظر در زير پارامترهاي با را آزادي يك درجه سيستم )مثال
𝑊 = 254 ton , 𝑘 = 1020 ton/𝑚    , 𝜉 = 0.05

 هك ضربه اي نيم سينوسي بار اعمال علت به 𝑢(𝑡)سازه  پاسخ تعيين است مطلوب
𝑝معادله ي با 𝑡 = 44.48sin (

గ௧

଴.଺
 يابي درون روش با را حل .مي شود تعريف (

𝑡∆ زماني فواصل در تحريك = 0.1 𝑠𝑒𝑐كنيد محاسبه.  
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:سازه برابر است با فركانس، سيستم پارامترهايبا توجه به •

• 𝑚 =
ௐ

௚
=

ଶହସ

ଽ.଼ଵ
= 25.8 𝑡𝑜𝑛.

௦మ

௠
⇒ 𝜔 =

௞

௠

 
= 6.28 𝑟𝑎𝑑/ 𝑠𝑒𝑐  

• 𝜔஽ = 𝜔 1 − 𝜉ଶ 
= 6.28 1 − 0.05ଶ 

= 6.275  𝑟𝑎𝑑 / 𝑠𝑒𝑐

:ازعبارتند جدول  ضرايب مقادير تعيينلازم جهت  پارامترهاي•

•  𝑒ିకఠ୼ = 𝑒ି଴.଴ହ ଺.ଶ଼ଷ ଴.ଵ = 0.9691

•  𝑠𝑖𝑛𝜔஽Δ𝑡 = sin(6.275 × 0.1) = 0.5871

• 𝑐𝑜𝑠𝜔஽Δ𝑡 = cos 6.275 × 0.1 = 0.8095
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:مي آيندبه دست  زيربه صورت  ضرايبجدول، فوق در  مقاديربا قرار دادن 

𝐴 = 1.236𝐸 − 5    𝐵 = 6.352𝐸 − 6   𝐶 = 0.8129     𝐷 = 0.09067

𝐴ᇱ = 1.709𝐸 − 4    𝐵′ = 0.000187  𝐶ᇱ= −3.5795      𝐷ᇱ = 0.7559 

 توجه با آن از پس و ثانيه 0.6زمان تا را جدول مي توان ضرايب داشتن با حال
 زمان انتهاي در آمده وجود به اوليه شرايط با آزاد ارتعاش پاسخ از بايد بار حذف

.نمود تنظيم ثانيه 0.6

𝑢௜ାଵ

�̇�௜ାଵ
=

0.8129 0.09076
−3.5795 0.7559

44.48sin (
𝜋𝑡௜

0.6
)

44.48sin (
𝜋𝑡௜ାଵ

0.6
)

+  
0.01236 0.006352
0.1709 0.1871

𝑢௜

�̇�௜
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𝒕𝒊 𝒑𝒊 A𝒑𝒊 𝑩𝒑𝒊ା𝟏 D�̇�𝒊 �̇�𝒊 C𝒖𝒊 𝒖𝒊 (mm)

0.0 0.0000 0.0000 1.6392 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.1 22.2400 18.0789 2.8392 0.0004 0.0042 0.0001 0.1413

0.2 38.5208 31.3136 3.2784 0.0012 0.0136 0.0008 1.0117

0.3 44.4800 36.1578 2.8392 0.0020 0.0216 0.0023 2.8185

0.4 38.5208 31.3136 1.6392 0.0019 0.0210 0.0041 5.0441

0.5 22.2400 18.0789 0.0000 0.0008 0.0086 0.0054 6.6262

0.6 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0012 -0.0134 0.0052 6.6410

0.7 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0030 -0.0332 0.0033 4.0196

0.8 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0036 -0.0395 0.0002 -2.5562

0.9 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0028 -0.0308 -0.0027 -6.9684

1.0 0.0000 -0.0112 -6.9696
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مركزي تفاضلروش  
 و سرعت نييع( جابجايي زماني مشتقات محدود تفاضل تقريب مبناي بر روش اين

Δ𝑡௜( باشد ثابت زماني گامهاي آنكه فرض با .است )شتاب = Δ𝑡(، تفاضل رابطه ي  
:است زير صورت به 𝑖 زمان در شتاب و سرعت مركزي

�̇�௜ =
𝑢௜ାଵ − 𝑢௜ିଵ

2Δ𝑡

𝑚�̈�௜ يعني حركت اصلي معادله ي در فوق روابط جاگذاري با +  𝑐�̇�௜ + 𝑘𝑢௜ = 𝑃௜ 
 و يجابجاي بعد، اسلايد جدول در ارائه شده گام هاي مطابق مي توان مرتب سازي و

:نمود محاسبه لحظه هر در را شتاب و سرعت نياز صورت در
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مركزي تفاضلپاسخ به روش  محاسبه يروش گام به گام 

ن در عبارات زير به ترتيب جابجايي، سرعت و نيرو در زما 𝑷𝒐و  𝒖𝒐 ،�̇�𝒐(ـ محاسبات اوليه ١
𝒕 = )مي باشند 𝟎

�̈�𝒐)  ١ـ١• = (𝑷𝒐 − 𝒄�̇�𝒐 − 𝒌𝒖𝒐)/𝒎

𝒖ି𝟏)  ٢ـ١• = 𝒖𝒐 − 𝚫𝒕.�̇�𝒐 +
𝚫𝒕 𝟐

𝟐
�̈�𝒐

𝒌෡)  ٣ـ١• =
𝒎

𝚫𝒕 𝟐 +
𝒄

𝟐𝚫𝒕

𝒂)  ٤ـ١• =
𝒎

𝚫𝒕 𝟐 −
𝒄

𝟐𝚫𝒕

𝒃)   ٥ـ١• = 𝒌 −
𝟐𝒎

𝚫𝒕 𝟐

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 106

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٢١١صفحه  Version: 1.1

�̈�(𝒕)و  𝒖(𝒕)  ،�̇�(𝒕)پاسخ  تعيين برايـ محاسبات لازم در هر گام ٢

𝑷෡𝒊)   ١ـ٢• = 𝑷𝒊 −  𝒂𝒖𝒊ି𝟏 −  𝒃𝒖𝒊

•𝑷𝒊 در گام  نيرو𝒊 ـ ام است .𝒖𝒊ି𝟏  و𝒖𝒊 در گام  جابجايي ترتيببه  نيز𝒊 − -𝒊ام و -𝟏
.ام است

𝒖𝒊ା𝟏ـ ٢ـ٢• =
𝑷෡𝒊

𝒌෡

�̈�𝒊ـ ٣ـ٢• =
𝒖𝒊శ𝟏ି𝟐�̇�𝒊ା 𝒖𝒊ష𝟏

𝚫𝒕 𝟐   ,�̇�𝒊 =
𝒖𝒊శ𝟏ି𝒖𝒊ష𝟏

𝟐𝚫𝒕

.گام بعد برايمحاسبات  تكرارـ ٣•

𝒊را 𝒊، )٣ـ٢( الي) ١ـ٢(در مراحل  • + .كنيد جايگزينجهت محاسبات گام بعد  𝟏
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 محاسبات كليه ي در است لازم باشد، �̈�௚(𝑡) پايه شتاب خارجي تحريك چنانچه
– با را 𝑃௜ قبل، اسلايد 𝑚�̈�௚೔

 )�̈�௚೔
 جايگزين )است زماني گام هر در شتاب كه 

  اديرمق« ،مي آيند دست به جدول از كه شتابي و سرعت ،جابجايي مقادير .شود
 تابش از ناشي كل شتاب و كل سرعت محاسبه ي هدف چناچه .است آنها »نسبي
:كنيد محاسبه را آن زير روابط كمك به باشد، زمين

�̇�௜
௧ = �̇�௜ + �̇�௚೔

�̈�௜
௧ = �̈�௜ + �̈�௚೔

�̇�௜ فوق روابط در
௧ و �̈�௜

௧ از هك بوده سازه )مطلق( كل شتاب و سرعت ترتيب به 
�̇�௚೔( زمين شتاب و سرعت با لحظه هر در نسبي شتاب و سرعت جمع

�̈�௚೔ و 
 در )

 محاسبه )كل( مطلق صورت به معمولاً جابجايي .مي آيد دست به لحظه هر
  ؛نمي شود
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:بگيريد نظر در زير پارامترهاي با را آزادي يك درجه سيستم )مثال
𝑊 = 254 ton , 𝑘 = 1020 ton/𝑚    , 𝜉 = 0.05

 هك ضربه اي نيم سينوسي بار اعمال علت به 𝑢(𝑡)سازه  پاسخ تعيين است مطلوب
𝑝معادله ي با 𝑡 = 44.48sin (

గ௧

଴.଺
 يابي درون روش با را حل .مي شود تعريف (

𝑡∆ زماني فواصل در تحريك = 0.1 𝑠𝑒𝑐كنيد محاسبه.  
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:مي كنيم محاسبه را پارامتر اين ابتدا است، 𝑐 ميرايي ضريب به نياز گام ها در

• 𝜉 =
௖

௖೎ೝ
=

௖

ଶ ௞௠
   ⇒ 𝑐 = 0.05 2 1020

ଶହସ

ଽ.଼ଵ

 
= 162.5 ton. 𝑠/𝑚

t Pi ui-1 (mm) ui+1 (mm) 𝑷෡𝒊

0 0 0.0000 0.0000 0

0.1 0 0.0000 0.0000 0

0.2 22.24 0.0000 0.9000 22.24

0.3 38.5208 0.0000 2.8000 73.1338

0.4 44.48 0.9000 5.3000 137.4157

0.5 38.5208 2.8000 7.0000 183.7074

0.6 22.24 5.3000 6.9000 179.1062

0.7 0 7.0000 4.1000 106.2333

0.8 0 6.9000 -0.1000 -2.8605

0.9 0 4.1000 -4.0000 -104.2137

1 0 -0.1000 -6.1000 -159.5055
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فصل ششم  

زلزله رابرب در خطي سيستم پاسخ
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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  بارگذاري اثر تحت سازه ها پاسخ محاسبه ي ،عددي روش هاي مهم بسيار كاربردهاي از يكي
 امكان ه،زلزل بارگذاري پيچيدگي علت به است، شده مشخص كه همان طور .است زلزله پيچيده ي

  راغس به بايد ناچار به و نبوده ممكن تحليلي روش هاي به حركت ديفرانسيل معادله ي حل
.رفت -قبل بخش هاي در معرفي شده روش هاي نظير - عددي رو ش هاي

 آن ايانپ تا زلزله شروع لحظه ي از پاسخ اطلاعات حاوي كه سازه پاسخ نمودار كل به
.مي شود گفته »پاسخ زماني تاريخچه ي« اصطلاحاً است،

  ، 0.005 مانند اعدادي غالباً و بوده كوچك زلزله ركوردهاي مورد در زماني گام هاي
  با ثانيه اي ٢٠ زلزله يك مورد در مثال، براي ،بنابراين .است ثانيه 0.02 يا و 0.01

ଶ଴ به نياز ،ثانيه 0.01 زماني گام هاي

଴.଴ଵ
=  اين در .است محاسبات تكرار بار 2000

.است نياز مطلوبي نرم افزار به محاسبات جهت صورت

پاسخ به نيروي تابع زمان دلخواه
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پاسخ طيفمفهوم 
 سازه اي اقتصادي و ايمن طرح است، مواجه آن با سازه طراح كه مسئله اي عمل در

 ركورد طراح براي بنابراين .مي گيرد قرار آينده محتمل زلزله هاي معرض در كه است
 رخ هدرمنطق كه را زلزله اي ركورد نمي توان اساساً  كه چرا .ندارد وجود قبل از زلزله

 بسيار ه هازلزل خواص .نمود پيش بيني زياد بسيار دقت حتي يا و قطعيت با مي دهد
 اينبنابر .دارند وجود زلزله ركوردهاي از وسيعي گستره ي همواره و بوده متفاوت
 عموماً طراحي در .داد انجام خاص ركورد يك اساس بر را سازه طراحي نمي توان
 دهش جمع آوري مشابه ساختگاه هاي يا و سازه ساختگاه در رخ داده زلزله هاي اطلاعات

 بايد موضوع بررسي براي .مي شود استفاده طراحي در اطلاعات كليه ي مجموعه ي و
 اهيممف از يكي »پاسخ طيف« مفهوم .گردد ارائه طرح طيف و پاسخ طيف مفاهيم
 خواص يبررس جهت عملي ابزاري عنوان به كه است زلزله مهندسي در اساسي بسيار

.گرديد ارائه ١٩٣٢ سال در M.A.Biot توسط سازه ها بر آن اثرات و زمين حركات
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 ك درجهي سيستم هاي حداكثر پاسخ دهنده ي نشان كه است ابزاري »پاسخ طيف«
.تاس زلزله خاص ركورد يك اثر تحت مختلف )فركانس هاي يا( پريودها با آزاد

 ثرا تحت خود پاي در سازه ها .بگيريد نظر در را زير شكل آزاد يك درجه سازه هاي
  .مي گيرند قرار است، شده داده نشان بعد اسلايد در كه دلخواهي زلزله ي شتابنگاشت

 در لحظه هر در آن ها 𝜉 و )𝑇 يا( 𝜔داشتن با را سازه ها پاسخ مي توان كه مي دانيم
  .نمود ترسيم عددي روش هاي كمك به زمان

T =3secnT =2secnT =1secn
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Time [sec]
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  پريتا لوما زلزله

 شخصم ركورد اين به قبل آزاد درجه يك سيستم هاي پاسخ بعد، اسلايدهاي در
.است شده
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Damp.=5.0%
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:ثانيه ١ تناوب دوره با آزاد يكدرجه سيستم پاسخ

Max=-9.7 cm
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Damp.=5.0%

Time [sec]
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:ثانيه ٢ تناوب دوره با آزاد يكدرجه سيستم پاسخ

Max=16.4cm
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Damp.=5.0%

Time [sec]
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:ثانيه ٣ تناوب دوره با آزاد يكدرجه سيستم پاسخ

Max=14.3cmA
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 پريود اب سازه براي ترتيب به زلزله وقوع زمان مدت طي رخ داده جابجايي حداكثر
 كه است سانتيمتر ١٤/٣ و ١٦/٤ ،٩/٧ معادل %٥ ميرايي نسبت و ثانيه ٣ و٢ ،١

.داده اند رخ مختلفي لحظه هاي در

  آن قائم محور و )𝑇( تناوب دوره آن افقي محور كه مي كنيم ترسيم نموداري حال
  آن افقي محور كه ـ آمده دست به نمودار .است فوق الذكر جابجايي هاي حداكثر

 طيف« را ـ است پاسخ كميت يك مقدار حداكثر آن قائم محور و )𝑇( پريود
 معين ردركو يك اثر تحت اما مختلف، سازه هاي براي اينجا در كه مي ناميم »پاسخ

)بعد اسلايد شكل( .است آمده دست به
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Damp. 5.0%

Period [sec]
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 يك درجه تمسيس جابجايي مقدار حداكثر  فوق، شكل در قائم محور اينكه به توجه با
  .مي شود گفته »جابجايي پاسخ طيف« آن به است، آزاد
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شود؟ ترسيم بايستي ثانيه چند تا طيف مقدار

 طيف هاي به باشند، شتاب و سرعت مقادير حداكثر قائم محور چنانچه
.ودمي ش گفته »كل شتاب طيف« و »سرعت طيف« ترتيب به به دست آمده

 ترسيم تالوماپري زلزله براي شتاب و سرعت جابجايي، طيف بعدي، اسلايدهاي در
:است شده

Time [sec]
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  پريتا لوما زلزله
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Damp. 5.0%
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  لوماپريتا زلزله جابجايي طيف
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Damp. 5.0%
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  لوماپريتا زلزله سرعت طيف
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Damp. 5.0%
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  لوماپريتا زلزله شتاب طيف

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 116

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٢٣١صفحه  Version: 1.1

 با كه ونه ايگ به .دارد وجود مستقيمي ارتباط شتاب و سرعت ،جابجايي طيف هاي بين
 وق الذكرف طولاني مراحل انجام بدون و سادگي به ديگر طيف دو آنها، از يكي داشتن

 طيف در جابجايي مقدار اگر ،𝑇௡ مشخص تناوب دوره هر در .است محاسبه قابل
 طيف در شتاب مقدار و 𝑆௩ با را سرعت طيف در سرعت مقدار ،𝑆ௗ با را جابجايي

:است برقرار آنها بين زير ساده  ي بسيار روابط ،دهيم نمايش 𝑆௔ با را شتاب
𝑆௩ = 𝜔𝑆ௗ = 2𝜋

𝑇ൗ 𝑆ௗ

𝑆௔ = 𝜔𝑆௩ = 2𝜋
𝑇ൗ 𝑆௩ = 2𝜋

𝑇ൗ 2𝜋
𝑇ൗ 𝑆ௗ = 2𝜋

𝑇ൗ
ଶ

𝑆ௗ =

4𝜋ଶ

𝑇ଶൗ 𝑆ௗ = 𝜔ଶ𝑆ௗ
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 باشد، سانتيمتر ٩/٧ طيفي جابجايي ، اگرثانيه ١ متناظر تناوب دوره در مثال براي
:با است برابر پريود اين در طيفي شتاب و سرعت

𝑆௩ = 𝜔𝑆ௗ = 2𝜋
1ൗ 9.7 = 60.9 𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐

𝑆௔ = 𝜔𝑆௩ = 2𝜋
1ൗ 60.9 = 383 𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐ଶ

 نمودار يك در را شتاب و سرعت ،جابجايي طيف سه هر سهولت جهت غالباً
.بعد اسلايد شكل مثل.مي گويند »سه جانبه طيف« آن به و كرده ترسيم سه جانبه
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 براي جانبه سه طيف
 نحوه و السنترو زلزله

 جابجايي، مقدار خواندن
 روي از شتاب و سرعت

:آن
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 يبرا جانبه سه طيف
  براي السنترو زلزله

  ،٢ صفر، ميرايي هاي
A.%٢٠ و ١٠ ،٥
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 مرتبط باتمحاس كليه ي ساده، و جذاب بسيار گرافيكي محيط يك در نرم افزار اين
  اين كاربردهاي از يكي .مي دهد انجام را آزاد يك درجه سازه هاي و ركوردها با

  به دلخواه ξ وωبا مشخص سازه ي يك حركت ديفرانسيل معادله ي حل ،نرم افزار
.است عددي روش هاي

SeismoSignalآشنايي به برنامه 
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طراحيكاربرد طيف در 

 ه هايساز عملي طراحي در زيادي كاربرد قبل، بخش در آمده دست به پاسخ طيف
 چنددرجه سازه هاي مورد در طيف از استفاده .دارد آزاد چند درجه و آزاد يك درجه

  درجهيك سازه هاي مورد در فقط اينجا در و مي كنيم موكول بعد فصل هاي به را آزاد
  درجهيك سازه ي در آمده وجود به جانبي نيروي كه مي دانيم .كرد خواهيم بحث آزاد
:مي آيد دست به زير رابطه ي از زماني لحظه ي هر در آزاد

𝑓௦ 𝑡 = 𝑘𝑢(𝑡)

 .است لحظه هر در آزاد يك درجه سازه ي جابجايي پاسخ 𝑢(𝑡) و سختي 𝑘 آن در كه
  يفط از چنانچه حال .مي دهد نتيجه را »نيرو زماني تاريخچه ي« فوق رابطه ي واقع در

  جابجايي دارمق نظر مورد طيف به مراجعه با مي توان ،كنيم استفاده سازه بررسي براي
.آورد دست به آن از را مشخص 𝑇௡ با سيستم )𝑆ௗ( حداكثر
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 آزاد هيكدرج سازه ي در آمده وجود به معادل استاتيكي حداكثر نيروي بنابراين
:از است عبارت

𝑓௠௔௫ = 𝑘𝑢௠௔௫ = 𝑘𝑆ௗ=𝑚. �̈�௠௔௫ = 𝑚. 𝑆௔

 𝑇௡ براي طيف نمودار از آمده دست به طيفي شتاب 𝑆௔ و جرم 𝑚 آن در كه
  اثر حتت پاسخ ماكزيمم مقادير پاسخ طيف كمك به كه شود دقت .است مشخص

  چه رد مقادير اين كه نمود تعيين نمي توان اما ؛مي آيد دست به خاص زلزله ي يك
  مقادير فقط پاسخ طيف ،ديگر بيان به .داده اند رخ زلزله وقوع زمان از لحظه اي
 كه شتدا توجه بايد البته .نمي كند تعيين را آن وقوع لحظه ي و مي دهد را حداكثر

 وعوق لحظه ي نه و است مهم پاسخ حداكثر مقادير از اطلاع معمولاً  سازه طراح براي
.آنها
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 ظرن در را زير شكل در صلب سقف با شده داده نشان فولادي خمشي قاب )مثال
 ابشت زماني تاريخچه ي با زلزله اي اثر تحت و بوده %٥ سازه اين ميرايي اگر .بگيريد
:مطلوب است د،بگيري قرار شده محاسبه شتاب پاسخ طيف و بعد اسلايد شكل مطابق

6m

4m

W=10 ton

IPB 240 IPB 240

 و سرعت جابجايي، حداكثر محاسبه ي )الف
سازه در شتاب

 معادل استاتيكي نيروي حداكثر محاسبه ي )ب
آن از ناشي پاي سازه لنگر و سازه

ازهس ستون هاي در تنش حداكثر محاسبه ي )ج
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  پريتا لوما زلزله
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:مي شود محاسبه سيستم ديناميكي مشخصات ابتدا )الف

𝑚 =
𝑤

𝑔
=

10000

981
= 10.19 𝑘𝑔. 𝑠ଶ/𝑐𝑚

𝐸 = 2 × 10଺ 𝑘𝑔/𝑐𝑚ଶ

𝑘 = 24
𝐸𝐼

ℎଷ
= 24

2 × 10଺ 11260

400ଷ
= 8445  𝑘𝑔/𝑐𝑚

𝜔 =
𝑘

𝑚

 

  ,       𝑇 = 2𝜋/𝜔

𝜔 =
𝑘

𝑚

 

= 28.79 ⇒   𝑇 = 0.218 𝑠𝑒𝑐.

:داريم طيف به مراجعه با حال
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→   𝑇 = 0.218  𝑠𝑒𝑐.  ⇒ 𝑆௔ = 1.30 𝑔 = 1275 𝑐𝑚/𝑠ଶحداكثر شتاب

𝑆௩ =
𝑆௔

𝜔
= 44.3

𝑐𝑚

𝑠
,    حداكثر سرعت  𝑆ௗ =

𝑆௩

𝜔
=

𝑆௔

𝜔ଶ = 1.53 c𝑚 حداكثر جابجايي

:با است برابر معادل استاتيكي نيروي )ب(
𝑓௠௔௫ = 𝑘𝑆ௗ = 8445 1.53 = 12.9  𝑡𝑜𝑛

:از است عبارت سازه پاي لنگر و
𝑀௕௔௦௘ = 𝑓௠௔௫. ℎ = 12.9 4 = 51.6 𝑡𝑜𝑛. 𝑚

 سازه ليلتح از ،ستون ها مشخصات يكسان بودن و تير بودن صلب به توجه با )ج(
  محاسبه زير صورت به ستون ها پاي لنگر ، 𝑓௠௔௫ معادل استاتيكي بار اثر تحت

:مي شود
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𝑀௖௢௟ =
𝑓௠௔௫

2
. ℎ = 25.8 𝑡𝑜𝑛. 𝑚

:با است برابر 𝐼𝑃𝐵240 پروفيل مشخصات به توجه با حداكثر تنش نتيجه در 

𝜎௠௔௫ =
𝑀𝑐

𝐼
=

25.8 × 10ହ 24
2

𝑐𝑚

11260 (𝑐𝑚ସ)
= 2749 𝑘𝑔/𝑐𝑚ଶ

 به لذا ؛است 2400𝑘𝑔/𝑐𝑚ଶ ساختماني نرمه ي فولاد تسليم تنش اينكه به توجه با
 فتارر از غيرارتجاعي ناحيه ي وارد و مي شود تسليم ستون زلزله  اين وقوع علت
.مي گردد خود
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پاسخ طيف هايخواص 
 اين .هستند داده رخ زلزله خواص از مهمي بسيار اطلاعات حاوي پاسخ هاي  طيف

  كمك زلزله آن تحت سازه ها رفتار شناخت و درك در سازه طراح به اطلاعات
 طبس زلزله ي جابجايي و سرعت شتاب، طيف هاي زير شكل هاي در .مي كند شاياني
.است شده داده نشان
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32313029282726252423222120191817161514131211109876543210

A
cc

el
er

at
io

n 
[g

]

0.8
0.6
0.4
0.2

0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

طبس زلزله
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طبس زلزله جابجايي طيف
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طبس زلزله سرعت طيف
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طبس زلزله شتاب طيف
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:است زيربه شرح  زلزله هااز  مهميخواص  بيانگرفوق  اشكال بررسي

  به طيفي شتاب ،)ثانيه 0.033 از كمتر( كوتاه بسيار پريود با سيستم هاي براي ـ١
𝑃𝐺𝐴 كم بسيار هساز داخل نسبي جابجايي و شده نزديك زمين حداكثر شتاب يعني 

 داخلي شكل تغيير بدون و صلب حالت به »سختي« سازه هاي چنين واقع در .است
 خود جرم با متناسب آن در اينرسي نيروي حداكثر و كرده حركت زمين با همراه
.مي آيد وجود به سازه

  به سازه داخلي جابجايي )ثانيه ١/٥ از بيش( بلند پريود با سيستم هاي براي ـ٢
 مودارن به توجه با اين حالت در .مي شود نزديك زمين روي داده رخ جابجايي حداكثر

 افتدري زمين از كمي شتاب »نرمي« سازه هاي چنين كه مي بينيم شتاب، طيف
.مي شود وارد آن ها به كمي اينرسي بنابراين ؛مي كنند
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 حداكثر به سازه سرعت ،)ثانيه ٣ تا ٠/٥ بين( متوسط پريود با سازه هاي براي ـ٣
  اين در متداول ساختماني سازه هاي اغلب .مي گردد نزديك )𝑉( زمين سرعت

 مؤثر ياربس سازه ها گونه اين در ميرايي اضافه كردن .مي گيرند قرار پريودي محدوده ي
  .مي دهد كاهش را پاسخ ها شدت به و بوده

 واصخ مهمترين جزء زلزله تداوم زمان مدت و فركانسي محتواي ماكزيمم، مقادير
 طيف .دارند بسيار اهميت كاربردي، زلزله ي مهندسي در كه هستند زلزله ركودهاي

 ورط به اگر واقع، در .است زلزله زمان مدت به مربوط اطلاعات فاقد اساساً پاسخ
 به نمي توان د،باش بيشتر ديگر زلزله ي طيف به نسبت زلزله يك طيف مقادير كلي
 است؛  بوده دوم زلزله ي از تر نامناسب بسيار اول زلزله ي اثر كه گرفت نتيجه يقين
 يطولان مدت به را سازه و بوده طولاني دوم زلزله ي زمان مدت است ممكن كه چرا
.دهد قرار تأثير تحت آن رفتار از غيرخطي حوزه ي در
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بيشينه شتاب، سرعت و جابجايي
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بر روي طيف پاسخ ميرايياثر 

 شده ادهد نشان مختلف ميرايي هاي با طبس زلزله شتاب پاسخ طيف زير شكل در
است؟ مهم كجا ميرايي اثر .است
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طيف طرح
 اولاً  ازير نمود؛ استفاده واقعي پاسخ طيف هاي از نمي توان عملاً  طراحي، اهداف براي

 ممكن و بوده خاص محل يك در و خاص زلزله ي يك به مربوط پاسخ طيف هاي
 اربسي است، آن برابر در سازه طراحي هدف، كه زلزله اي نامشخص شرايط است

 شده اند؛ همحاسب آن اساس بر پاسخ طيف هاي كه باشد زلزله اي مشخصات با متفاوت
 رخ مختلف زلزله هاي به مربوط طيف هاي از مجموعه اي از عمل، در است لازم لذا

 نظر وردم محل با يكسان نسبتاً يا يكسان شرايط با محل هاي در يا و منطقه در داده
 نحوي هب و نمود استفاده محلي خاك شرايط و تكتونيكي رژيم لحاظ به ويژه به

 سيارب طبيعتاً پاسخ طيف هاي ثانياً، .داد انجام آن ها مورد در آماري متوسط گيري
 به حيطرا در فاحش تغييرات موجب خاصيتي چنين هستند؛ »دندانه دار« و نامنظم

  .مي شود سازه پريود در جزئي تغييرات ازاي

نمود؟ استفاده بايستي زلزله چند طيف از
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 عمل در و بوده تئوري عدد يك صرفاً شده، محاسبه پريود كه مي دانيم ديگر طرف از
 طراحي براي فيطي به نياز بنابراين دارد؛ اختلاف محاسباتي پريود با سازه واقعي پريود
 »صاف« آن نمودار هم و بوده مختلف زلزله ي چندين نماينده ي هم كه دارد وجود
 ن نامه يآئي كميته هاي توسط غالباً و داشته نام »طرح طيف« طيفي چنين .باشد

 در و شده محاسبه ايران ٢٨٠٠ آئين نامه ي مانند زلزله برابر در سازه ها طراحي
 طراحان همواره اخير، دهه هاي طي .مي شود گنجانده طراحي اهداف جهت آئين نامه ها

 اصلضربح با زيرا كرده اند؛ استفاده طراحي اهداف براي شتاب طيف از سنتي طور به
 طراح مهندسان براي كه يافت دست  نيرو كميت به مي توان آن، مقدار در سازه جرم

.است تري كاربردي مفهوم معمولاً
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ASCE 7 design basis earthquake (DBE) elastic design spectrum
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  .است خاك نوع يك به مربوط يك هر كه مجزاست طيف ٤ شامل خود شكل
 تراز زير متر ٣٠ تا مشخصات متوسط براساس( را خاك نوع ٤ ،٢٨٠٠ آئين نامه ي
 اشكال زا يكي به خيزي لرزه  نوع تعيين با طراح .است داده پيشنهاد )فونداسيون

 به وجهت با سپس .مي كند انتخاب را طيف يك خاك نوع تعيين با و كرده رجوع
 ضريب ضرب با و قائم محور از 𝑔 حسب بر را )𝑆௔( طيفي شتاب مقدار سازه، پريود
 تحت AB پارامتر از 𝑆௔ جاي به ،٢٨٠٠ آئين نامه ي .مي خواند منطقه خيزي لرزه

  .است نموده استفاده »بازتاب ضريب« عنوان

چيست؟ سازه شتاب پاسخ تعيين در منطقه خيزي لرزه نقش *
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فصل هفتم  

ي¿ آزاد يكدرجه سيستم
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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 ميشود، وردبرخ آنها با آزاد يكدرجه سيستم هاي همانند كه تري پيچيده سازه هاي با فصل اين در
.شد خواهد اشاره هستند معروف كلي آزاد يكدرجه سيستم هاي به و

معرفي

 زهسا يك روبرو، شكل مثال، عنوان به
 دو جرم، بدون صلب ميله يك شامل
 نجاآ از .است ميراگر و فنر متمركز، جرم

 را نآ تغييرشكل است، صلب ميله كه
  ليك تغييرمكان يك بصورت ميتوان
u(x,t) ادد نشان تحتاني شكل مطابق. 

 عريفت زير تابع توسط تغييرمكان اين
:ميشود

𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝑥 𝑧(𝑡)

شكل تابع)مانز تابع( كلي مختصه
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 رو،روب شكل ديگر، مثال عنوان به
 درجه بينهايت شامل سازه يك

 انتخاب صورت در .است آزادي
 ليتغييرشك فرم يا شكل تابع 𝑥 

 لياص ارتعاشي مود شكل به شبيه
 سفركان خوب، تقريب با ميتوان
 شارتعا اول مود به مربوط طبيعي

:نمود تعيين را
𝑢 𝑥, 𝑡 =  𝑥 𝑧(𝑡)

 آن براي بلق فصول روابط تمام و آمده در زير بصورت كلي آزاد يكدرجه سيستم معادله بنابراين
:است برقرار نيز

𝑚෥�̈� + �̃��̇� + 𝑘෨𝑧 = 𝑝෤(𝑡)
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 كلي مختصه اگر .هستند جرم بدون BC و OA قسمت .بگيريد نظر در را زير سيستم )مثال
 )لفا شود، گرفته نظر در مفصلي گاه تكيه حول در ساعت هاي عقربه خلاف در دوران بصورت
 تعيين را ميرايي نسبت و سيستم طبيعي فركانس آن حل با و تشكيل را سيستم اين حركت معادله
 پاسخ گيرد، قرار 0p نيروي تحت ناگهاني بطور ميرايي از نظر صرف با سيستم اين اگر )ب .نماييد

 حركت معادله در شود، اعمال افقي ميله امتداد در محوري نيروي يك اگر )پ .نماييد تعيين را آن
ميشود؟ ايجاد تغييري چه

مجموعه اجسام صلب
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:تغييرشكل منحني

:نيروها آزاد نمودار
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𝐼ଵθ̈ + 𝑚ଵ

𝐿

2
θ̈

𝐿

2
+ 𝐼ଶθ̈ + 𝑚ଶ𝐿θ̈ 𝐿 + 𝑚ଶ

𝐿

4
θ̈

𝐿

4
+ 𝑐

𝐿

2
�̇�

𝐿

2
+ 𝑘

3𝐿

4
𝜃

3𝐿

4
= P t

𝐿
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𝐼ଵθ̈ + 𝑚ଵ

𝐿

2
θ̈

𝐿

2
+ 𝐼ଶθ̈ + 𝑚ଶ𝐿θ̈ 𝐿 + 𝑚ଶ

𝐿

4
θ̈

𝐿

4
+ 𝑐

𝐿

2
�̇�

𝐿

2
+ 𝑘

3𝐿

4
𝜃

3𝐿

4
= P t

𝐿

2

:داريم زير مقادير جايگذاري با

𝐼ଵ =
𝑚ଵ𝐿ଶ

12
         𝐼ଶ =

𝑚ଶ
𝐿
8

ଶ

2
=

𝑚ଶ𝐿ଶ

128

:حركت معادله
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:داريم قبل فصول روابط از استفاده با

𝜔 =
𝑘෨

𝑚෥

 

                                                 =
�̃�

2 𝑘෨𝑚෥
 

:داريم حركت معادله حل با

:ضربه به مربوط روابط به توجه با

𝑢 𝑡 =
𝑝଴

𝑘
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡  ==> 𝜃 𝑡 =

𝑝෤଴𝐿

𝑘෨
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡 =

8𝑝଴

9𝑘𝐿
1 − 𝑐𝑜𝑠𝜔𝑡

:محوري نيروي وجود صورت در
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سيستم با جرم و سختي گسترده

 تحت .است m(x) گسترده جرم و EI(x) خمشي سختي داراي كه بگيريد نظر در را زير برج
.دارد قرار زلزله تحريك

  :فرضي شكل تابع

:برج نسبي تغييرمكان

:برج كل تغييرمكان
نمايد اقناع را مرزي شرايط بايستي

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٢٦٨صفحه  Version: 1.1

 .است تاتيكياس نيروي علت به برج تغييرشكل معادله بصورت شكل، تابع اتخاب برايحل راه يك
:اب است برابر واحد جانبي نيروي علت به ثابت EI با قائم طره تير يك تغييرشكل مثال عنوان به

:هستند قبول قابل هم زير شكل توابع

:حركت رابطه

.است تعادل حال در اينرسي نيروي و داخلي نيروهاي تحت سيستم زمان، از لحظه هر در

:داريم كلي شتاب جايگذاري با
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 كار ،گيريد ارقر مجازي، تغييرمكان تحت تعادل حال در سيستمي اگر مجازي، كار اصل از استفاده با
:هستند برابر خارجي و داخلي

:بنابراين

:داريم جايگذاري با

:با است برابر شده ايجاد مجازي انحناي تحت لنگر واسطه به داخلي كار

.شود بيان شكل تابع و z كلي مختصه حسب بر داخلي كار بايستي حال
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 زير رابطه طابقم نيز مجازي انحناي ميشود، انتخاب فرضي، شكل تابع با سازگار مجازي تغييرمكان
:ميشود تعيين
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:داريم جايگذاري با

:داريم خارجي و داخلي كار دادن قرار برابر با
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 EI يكنواخت سختي و m طول واحد جرم و L طول به اي، طره برج يك زير، شكل مطابق )مثال
 بدست ار آن زاويه اي فركانس و تعيين را حركت رابطه زير، شكل تابع فرض با .است مفروض

.آوريد
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:اي زاويه فركانس
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سيستم قابي

 نظر در متمركز بصورت امj طبقه جرم .بگيريد نظر در را است آزادي درجه N داراي كه زير قاب
.شود گرفته
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است بيان قابل زير رابطه توسط زمين به نسبت طبقات افقي تغييرمكان ميشود، فرض

:است طبقه آن نسبي مكان تغيير با متناسب ام،j طبقه برشي نيروي ،برشي قاب يك براي

:امj تراز در اينرسي نيروي

:با است برابر خارجي كارمجازي بنابراين
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:داريم جايگذاري از بعد

:با است برابر نسبي جابجايي در طبقه برش سبب به داخلي كار همچنين

 بر را خارجي و داخلي مجازي كار است، متناسب شكل بردار با مجازي تغييرمكان اينكه به توجه با
.مينماييد بازنويسي شكل تابع و z كلي مختصه حسب

:داريم بنابراين
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A:داريم خارجي و داخلي كار دادن قرار برابر با
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 طبقه هر يسخت و جرم .دارد قرار زمين شتاب تحت كه گرفته، نظر در را زير طبقه پنج قاب )مثال
 ينا براي حركت رابطه و شده فرض خطي بصورت طبقات مكانتغيير .است شده نوشته آن روي بر

.نماييد استخراج را آن طبيعي فركانس و تعيين را سيستم
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فصل هشتم  

آزاد درجه چند سيستم
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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 رينساده ت با را حركت معادلات تشكيل
  يعني آزاد، چنددرجه سازه هاي مثال

  صلب تيرهاي با آزاد درجه دو سازه ي
  كلش در سازه اين .مي كنيم شروع )برشي(

 درجه  دو هر در و شده داده نشان روبرو
  نيروهاي اثر تحت طبقات در خود آزادي

𝑃ଶ(𝑡) و 𝑃ଵ(𝑡) زمان با متغير ديناميكي

 يساختمان سازه هاي در .است گرفته قرار
 از تربيش بسيار طبقات تراز جرم معمولاً

 رمج مي توان لذا و بوده نقاط ساير در جرم
  .كرد متمركز طبقات تراز در را سازه 

عديدوب سازه هاي براي حركت معادلات تشكيل

u (t)m

L

1

m2

1

u (t)
2

p(t)

p(t)

1

2

h1

h2

c1

c2
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P(t)
f I

D

2

f 2

2

Sf   /2 2 Sf   /2 2

p(t)
1

f I1

Df 1

a

Sf   /2 1 Sf   /2 1

Sf   /2 1 Sf   /2 1

Df 1

b

a a

bb

 نشان سازه از طبقه دو هر آزاد دياگرام
 سمت را مثبت جهت .است شده داده

  مقاوم نيروهاي .مي كنيم فرض راست
  روي جداگانه طبقه هر ميرايي و سختي
 نوشتن با .است شده داده نشان شكل

:داريم قسمت هر براي تعادل معادلات
𝑃௝ 𝑡 − 𝑓௦௝ − 𝑓஽௝ − 𝑚௝�̈�௝ = 0

𝑚௝�̈�௝ + 𝑓஽௝ + 𝑓௦௝ = 𝑃௝ 𝑡

 شماره ي نشان دهنده ي 𝑗 فوق رابطه ي در
𝑗( .است طبقه =  مربوط معادله ي )1,2

 لك براي مي توان را جرم دو هر حركت به
:نوشت ماتريسي صورت به سازه

)آزاد طبقه دوم دياگرام(

)اولآزاد طبقه  دياگرام(
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 صورت به سازه كل براي مي توان را جرم دو هر حركت به مربوط معادله ي
:نوشت ماتريسي

𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

�̈�ଵ

�̈�ଶ
+ 

𝑓஽భ

𝑓஽మ

+  
𝑓௦భ

𝑓௦మ

=
𝑃ଵ 𝑡

𝑃ଶ 𝑡

  درجات جابجايي به را سختي مقاوم نيروهاي مي توان مصالح، خطي رفتار فرض با
 را 𝑘௝ ييعن طبقه جانبي سختي پارامتر منظور، اين براي .ساخت مرتبط آزادي
  لافاخت برابر كه ـ طبقه نسبي جابجايي به را )𝑉௝( طبقه برش كه ؛مي كنيم معرفي

Δ𝑗با و است طبقه تحتاني و فوقاني گره هاي جابجايي = 𝑢௝ − 𝑢௝ିଵ  داده نمايش 
:يعني .مي سازد مرتبط شود، مي

𝑉௝ = 𝑘௝. Δ𝑗
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  سختي مجموع با است برابر )𝑘௝( طبقه سختي ،سقف ها صلب بودن فرض به توجه با
 با ونست يك سختي كه مي دانيم قبل فصل هاي از طبقه، آن ستون هاي كليه ي

ଵଶாூ೎ با است برابر ℎ ارتفاع و 𝐸𝐼௖ خمشي سختي

௛య . برابر طبقه جانبي سختي لذا 
:با است

𝑘௝ = Σكل ستون ها
12EIୡ

hଷ

 كف ها جاييجاب به را سختي مقاوم نيروهاي مي توان طبقه، جانبي سختي تعريف با
)𝑢ଵ,𝑢ଶ( نيروي .ساخت مرتبط 𝑓௦భ

 شده تشكيل مؤلفه ي دو از خود اول تراز در 
𝑓௦భ :است

௔و آن روي طبقه از 𝑓௦భ
௕ لذا آن، زير طبقه ي از:

𝑓௦భ
= 𝑓௦భ

௔ + 𝑓௦భ
௕
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Δଵ تعريف با و فوق رابطه ي در طبقه برش به مربوط رابطه ي جايگذاري با = 𝑢ଵ 
Δଶ و = 𝑢ଶ − 𝑢ଵ داريم:

𝑓௦భ
= 𝑘ଵ𝑢ଵ + 𝑘ଶ 𝑢ଵ − 𝑢ଶ

:با است برابر دوم تراز در سختي مقاوم نيروي ترتيب همين به

𝑓௦మ
= 𝑘ଶ(𝑢ଶ − 𝑢ଵ)

:نوشت ماتريسيبه فرم  مي توانفوق را روابط 

𝑓௦భ

𝑓௦మ

=
𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ

𝑢ଵ

𝑢ଶ

𝑓௦ = 𝐾 {𝑢}
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 ابجاييج به را سختي نيروهاي كه مي ناميم »سازه سختي ماتريس« را [𝐾] ماتريس
  طبقات عتسر به را ميرايي مقاوم نيروهاي مي توان ترتيب همين به .مي كند مرتبط

)�̇�ଶ,�̇�ଵ( ست؛ا سختي نيروهاي محاسبه ي روش مطابق عيناً كار روش .داد ارتباط 
:مي شود استفاده سرعت پارامتر از ،جابجايي جاي به كه تفاوت اين با

𝑓஽భ
= 𝑐ଵ�̇�ଵ + 𝑐ଶ (�̇�ଵ − �̇�ଶ)

𝑓஽మ
= 𝑐ଶ (�̇�ଶ − �̇�ଵ)

:بود خواهند زير صورت به بالا عبارات ماتريسي فرم در

𝑓஽భ

𝑓஽మ

=
𝑐ଵ + 𝑐ଶ −𝑐ଶ

−𝑐ଶ 𝑐ଶ

�̇�ଵ

�̇�ଶ

𝑓஽ = 𝐶 {�̇�}
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 سرعت به را ميرايي نيروهاي كه مي ناميم »سازه ميرايي ماتريس« را [𝐶] ماتريس
  دآزا درجه چند سازه ي حركت معادله ي در فوق روابط جاگذاري با .مي سازد مرتبط
:داريم

𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

�̈�ଵ

�̈�ଶ
+

𝑐ଵ +  𝑐ଶ −𝑐ଶ

−𝑐ଶ 𝑐ଶ

�̇�ଵ

�̇�ଶ
+

𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ

𝑢ଵ

𝑢ଶ
=

𝑃ଵ 𝑡

𝑃ଶ 𝑡

:ماتريسي فرم در يا و

𝑀 �̈� + 𝐶 �̇� + 𝐾 𝑢 = 𝑃 𝑡
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 جرم ها محل در آزادي درجات .نماييد تعيين را قبل روابط مي توان نيز ديگر روش به
  .است شده داده نشان 𝑢ଵ,𝑢ଶ با
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  از هريك اينرسي نيروي هم چنين .مي شود ديده جرم دو هر آزاد دياگرام زير شكل در
  مالاع .است شده داده نشان سيستم كلي حركت جهت خلاف در و خط چين با جرم ها

Σ𝐹௫( ديناميكي تعادل معادله ي =  را قبل معادلات عيناً ،جرم ها از هريك براي )0
.مي دهد نتيجه

  .بود خواهد قطري طبقات، همواره در جرم ها تمركز فرض با [𝑀] جرم ماتريس
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 آزادي درجه دو سازه ي روبرو شكل )مثال
 بارهاي اثر تحت كه مي دهد نشان را

 تهگرف قرار طبقات تراز در ديناميكي
  از و كرده فرض صلب را تيرها .است

  است مطلوب .كنيد صرفنظر ميرايي
  ورتص به حاكم حركت معادلات تشكيل

.پارامتري
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 سماتري قبل، صفحات مطالب به توجه با .مي ناميم 𝑢ଶ,𝑢ଵ را طبقات آزادي درجات
:از است عبارت جرم

𝑀 =
𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

=
2𝑚 0
0 𝑚

= 𝑚
2 0
0 1

𝑘ଵ = Σ
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 2 

12 2𝐸𝐼௖

ℎଷ
 = 48

𝐸𝐼௖

ℎଷ

𝑘ଶ = Σ
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 2

12 𝐸𝐼௖

ℎଷ
=

24𝐸𝐼௖

ℎଷ

𝐾 =
𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
  ⇒  𝐾 =

24𝐸𝐼௖

ℎଷ
3 −1

−1 1

𝑚
2 0
0 1

�̈�ଵ

�̈�ଶ
+

24𝐸𝐼௖

ℎଷ

3 −1
−1 +1

𝑢ଵ

𝑢ଶ
=

𝑃ଵ(𝑡)

𝑃ଶ(𝑡)
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4 m

4 m

3.33 m

1 t/m

3.33 m 3.33 m

1 t/m 1 t/m

2 t/m

 شده دهدا نشان بتني سازه ي سختي و جرم ماتريس هاي محاسبه ي مطلوب است )مثال
400௠௠ ستون ها كليه ي .هستند صلب طبقات كف .زير شكل در × 400௠௠، ارتفاع 

𝐸.است  متر ٣/٣٣ ها دهانه طول و متر ٤ طبقات = 2 × 10ହ𝑘g/c𝑚ଶ

يمفصل
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:مي شود تشكيل متمركز صورت به جرم ماتريس ابتدا

𝑚ଵ =
𝑊ଵ

𝑔
=

10000

981
= 10.2  𝑘𝑔. 𝑠ଶ/c𝑚

𝑚ଶ =
𝑊ଶ

𝑔
=

20000

981
= 20.4  𝑘𝑔. 𝑠ଶ/c𝑚

𝑀 =
𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

=
10.2 0

0 20.4

.مي شوند محاسبه ترتيب به ٢ و ١ طبقات سختي ابتدا ،سختي ماتريس تشكيل براي

𝐼௖ =
40 40 ଷ

12
= 213 × 10ଷ 𝑐𝑚ସ

𝑘ଵ = 2
3𝐸𝐼௖

ℎଷ

ستون با پاي مفصلي

+  2
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 20000  𝑘𝑔/c𝑚
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𝑘ଶ = 4
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
=

48𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 32000  𝑘𝑔/𝑐𝑚

:با است برابر ماتريس لذا

𝐾 =
𝑘ଵ +  𝑘ଶ – 𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
=

52000 −32000
−32000 32000

 (𝑘𝑔/c𝑚)
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 هشد نشان داده سه طبقه ي سازه ي براي
  لتشكي است مطلوب روبرو، شكل در

  نيروهاي اثر تحت حركت معادله ي
  كف تيرهاي .طبقات تراز در خارجي

 ازهس جرم همچنين .هستند صلب كاملاً
 نظر در متمركز طبقات در مي توان را

 در هاآن ميرايي و طبقات سختي .گرفت
.است شده مشخص شكل
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𝑚ଵ 0 0
0 𝑚ଶ 0
0 0 𝑚ଷ

قطري ماتريس جرم

�̈�ଵ

�̈�ଶ

�̈�ଷ

+  
𝑐ଵ + 𝑐ଶ −𝑐ଶ 0

−𝑐ଶ 𝑐ଶ + 𝑐ଷ −𝑐ଷ

0 −𝑐ଷ 𝑐ଷ

ماتريس ميرايي

�̇�ଵ

�̇�ଶ

�̇�ଷ

+

 

𝑘ଵ +  𝑘ଶ −𝑘ଶ 0
−𝑘ଶ 𝑘ଶ +  𝑘ଷ −𝑘ଷ

0 −𝑘ଷ 𝑘ଷ

ماتريس سختي

𝑢ଵ

𝑢ଶ

𝑢ଷ

=

𝑃ଵ(𝑡)

𝑃ଶ(𝑡)
𝑃ଷ(𝑡)

.
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 𝑁 ازه يس براي و بوده نواري ماتريس يك ـ شد ديده فوق مثالهاي در آنچه مشابه
:مي شود نوشته زير كلي صورت به طبقه

𝐾 =

𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ + 𝑘ଷ

0
⋮
0

−𝑘ଷ

⋮
0

      

0 … 0
−𝑘ଷ … 0

𝑘ଷ + 𝑘ସ

⋮
0

…
⋱

0
−𝑘ேିଵ

𝑘ே
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 ار بعدي دو سازه ي دو روبرو شكل
  يك اثر تحت كه مي دهد نشان

  قرار خود پاي در جابجايي
 ،𝑢௚ اب را زمين جابجايي .گرفته اند
 با را 𝑚௝ جرم )مطلق( كل جابجايي

𝑢௝
௧ جرم اين بين نسبي جابجايي و 
.مي دهيم نمايش 𝑢௝ با را زمين و

𝑢௝
௧ 𝑡 = 𝑢௝ 𝑡 +  𝑢௚(𝑡)

u (t)
g

u (t)t

u (t)

1

j

N

j

j

u (t)
g

1

j

N

u (t)
j

u (t)
j
t
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  مطابق و برداري صورت به را فوق رابطه ي مي توان آزاد درجه 𝑁 سازه ي يك براي
:نوشت سازه كل براي زير

𝑢ଵ
௧ 𝑡

𝑢ଶ
௧ 𝑡
⋮

𝑢ே
௧ 𝑡

=

𝑢ଵ 𝑡

𝑢ଶ 𝑡
⋮

𝑢ே 𝑡

+ 𝑢௚ 𝑡

1
1
⋮
1

 لك شتاب .گردد وارد معادلات در »كل شتاب« معادل بايستي جرم ها شتاب
:زمين مطلق شتاب و سازه نسبي شتاب مجموع از است عبارت

𝑢௧ 𝑡 = 𝑢 𝑡 +  𝑢௚ 𝑡 →   �̇�௧ 𝑡 = �̇� 𝑡 +  �̇�௚ 𝑡 → �̈�௧ 𝑡

= �̈� 𝑡 +  �̈�௚(𝑡)

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٣٠٢صفحه  Version: 1.1

:ميشود بازنويسي زير بصورت فوق،رابطه تغييرات با
𝑀 �̈�௧ + 𝐶 �̇� + 𝐾 𝑢 = 0

𝑀 �̈� + �̈�௚ 𝑡 + 𝐶 �̇� + 𝐾 𝑢 = 0

𝑀 �̈� + 𝐶 �̇� + 𝐾 𝑢 =  − 𝑚 �̈�௚ 𝑡 {1}

  بر حاكم ديفرانسيل )آزادي درجات تعداد به( معادله 𝑁 شامل فوق، معادله ي
 زلزله پايه ي شتاب اثر تحت آزاد چنددرجه سازه ي ،𝑢௝(𝑡) نسبي جابجايي هاي

 ازهس پاي ،استاتيكي معادل سازي جهت مي توان آزاد يك درجه سازه ي براي .است
 تراز در عدب اسلايد شكل مطابق را معادل استاتيكي نيروهاي و كرده فرض ثابت را

:نمود اعمال طبقات

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 152

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٣٠٣صفحه  Version: 1.1

g

m

u(t)

=
m
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  تشكيل است مطلوب )مثال
 ارتعاش بر حاكم معادلات

 لاعما علت به زير شكل سازه ي
  همچنين . �̈�௚(𝑡) لرزه اي شتاب

 تراز در معادل استاتيكي نيروهاي
 اييمير از .كنيد تعيين طبقات

.كنيد صرفنظر
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 سماتري قبل، صفحات مطالب به توجه با .مي ناميم 𝑢ଶ,𝑢ଵ را طبقات آزادي درجات
:از است عبارت جرم

𝑀 =
𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

=
2𝑚 0
0 𝑚

= 𝑚
2 0
0 1

𝑘ଵ = Σ
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 2 

12 2𝐸𝐼௖

ℎଷ
 = 48

𝐸𝐼௖

ℎଷ

𝑘ଶ = Σ
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 2

12 𝐸𝐼௖

ℎଷ
=

24𝐸𝐼௖

ℎଷ

𝐾 =
𝑘ଵ + 𝑘ଶ −𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
  ⇒  𝐾 =

24𝐸𝐼௖

ℎଷ
3 −1

−1 1
𝑀 �̈� + 𝐾 𝑢 =  − 𝑀 �̈�௚ 𝑡 {1}
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 زمين تحرك امتداد در آن آزادي درجات تمام كه بگيريد نظر در را زير سيستم حال
:با بود خواهد برابر زير، سازه براي زلزله موثر نيروي بنابراين .نيستند

𝒑𝒆𝒇𝒇 𝑡 = −𝒎𝑖�̈�௚ 𝑡 = −�̈�௚(𝑡)
𝑚ଵ

𝑚ଶ + 𝑚𝟑

0
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:داريم زير سازه براي باشد، نظر مورد زمين دوراني حركت كه صورتي در

𝒑𝒆𝒇𝒇 𝑡 = −𝒎𝑖�̈�௚ 𝑡

= −�̈�௚ 𝑡
𝑚ଵ + ℎଵ

(𝑚ଶ + 𝑚ଷ)ℎଶ

𝑚ଷ𝑥ଷ
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ديبعسه  سازه هاي براي حركت معادلات تشكيل
 نينچ ديناميك بررسي بنابراين .هستند سه بعدي عمدتاً ساختمان ها عمل، در

 اضر،ح بحث در .است اهميت حائز بسيار زلزله بارگذاري اثر تحت ساختمان هايي
 تشكيل در .مي كنيم معطوف سه بعدي يك طبقه ي ساختمان هاي به فقط را خود توجه

  نظر رد را زير شكل يك طبقه ي ساختمان .مي كنيم صرفنظر ميرايي از معادلات
  .بگيريد

  چنانچه مثال براي ،سازه هايي چنين در
 شود، اعمال سازه به 𝑦 جهت در شتابي
  حركت ،»انتقالي« حركت بر علاوه سازه

  يحت .كرد خواهد تجربه نيز »پيچشي«
 هم ،رمذكو شتاب علت به انتقالي حركت

  .مي دهد رخ 𝑦 جهت در هم و 𝑥 جهت در
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:مي آيد در زير صورت به سازه سختي ماتريس

𝑓௦௫

𝑓௦௬

𝑓௦ఏ

=

𝐾௫௫ 𝐾௫௬ 𝐾௫ఏ

𝐾௬௫ 𝐾௬௬ 𝐾௬ఏ

𝐾ఏ௫ 𝐾ఏ௬ 𝐾ఏఏ

 

𝑢௫

𝑢௬

𝑢ఏ

𝑓௦   يا    = 𝐾 {𝑢}

𝐾 =

𝑘௫஻ + 𝑘௫஼ 0 (
𝑑

2
) 𝑘௫஼ − 𝑘௫஻

0 𝑘௬ 𝑒𝑘௬

(
𝑑

2
) 𝑘௫஼ − 𝑘௫஻ 𝑒𝑘௬ 𝑒ଶ𝑘௬

𝑑ଶ

4
(𝑘௫஻ + 𝑘௫஼)

 آن رد را قابها سختي كل مجموع مي توان كه است پلان در نقطه اي ،سختي مركز
  .نمود فرض متمركز نقطه
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 حول دوران و 𝑦 راستاي در حركت ، 𝑥 راستاي در حركت براي اينرسي نيروهاي
:مي شوند محاسبه زير صورت به )𝑧( قائم محور

𝑓ூ௫ = 𝑚�̈�௫
௧        ;  𝑓ூ௬ = 𝑚�̈�௬

௧         ; 𝑓ூఏ = 𝐼଴�̈�ఏ
௧

�̈�ఏ فوق، روابط در
௧  ,�̈�௬

௧  ,�̈�௫
௧ راستاي در كل شتاب هاي ترتيب به 𝑦 ,𝑥 محور حول و 

 سازه جرمي ممان اينرسي 𝐼௢و سازه جرم 𝑚 همچنين .هستند )دوراني شتاب( قائم
 𝑚 واختيكن جرم با مستطيلي پلان براي .است سازه جرم مركز بر عمود محور حول

:با است برابر 𝐼଴ و 𝑏 ، 𝑑 ابعاد و

𝐼௢ = 𝑚 (𝑏ଶ + 𝑑ଶ)/12

:نوشت ماتريسي صورت به مي توان را فوق روابط
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𝑓ூ௫

𝑓ூ௬

𝑓ூఏ

=
𝑚 0 0
0 𝑚 0
0 0 𝐼௢

 

�̈�௫

�̈�௬

�̈�ఏ

[𝑓ூ]   يا    = 𝑀 {�̈�௧}

 ذاريجايگ و فوق روابط از اينرسي و سختي نيروهاي داشتن با :حركت معادله ي
 است عبارت حركت معادله ي ،خارجي نيروهاي بدون و ميرايي گرفتن نظر در بدون

 :از
𝑀 �̈�௧ + 𝐾 𝑢 = 0

 شتاب مجموع صورت به را كل شتاب ابتدا .نوشت ساده تر مي توان را فوق رابطه ي
:مي نويسيم زمين شتاب و نسبي
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�̈�௫
௧

�̈�௬
௧

�̈�ఏ
௧

=

�̈�௫

�̈�௬

�̈�ఏ

+ 

�̈�௚௫

�̈�௚௬

�̈�௚ఏ

{�̈�௧}   يا    = �̈� + {�̈�௚}

:است زيرفوق به شرح  رابطه ي كميت هاي•

•�̈�௫ :  راستايسازه در  نسبيشتاب 𝑥

•�̈�௬ :  راستايسازه در  نسبيشتاب 𝑦

•�̈�ఏ :  سازه حول محور قائم دوراني  نسبيشتاب

•�̈�௚௫:  راستايدر  زمينيشتاب 𝑥

•�̈�௚௬:  راستايدر  زمينشتاب 𝑦

•�̈�௚ఏ:  حول محور قائم زمين دورانيشتاب.  
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:جانشاني با

𝑚 0 0
0 𝑚 0
0 0 𝐼௢

�̈�௫

�̈�௬

�̈�ఏ

+

𝑘௫஻ + 𝑘௫஼ 0 (
𝑑

2
) 𝑘௫஼ − 𝑘௫஻

0 𝑘௬ 𝑒𝑘௬

(
𝑑

2
) 𝑘௫஼ − 𝑘௫஻ 𝑒𝑘௬ 𝑒ଶ𝑘௬

𝑑ଶ

4
(𝑘௫஻ + 𝑘௫஼)

𝑢௫

𝑢௬

𝑢ఏ

= −

𝑚�̈�௚௫ 𝑡

𝑚�̈�௚௬ 𝑡

𝐼௢�̈�௚ఏ(𝑡)
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 .بگيريد نظر در را زير شكل در متر ٤ ارتفاع به يك طبقه و سه بعدي بتني  قاب )مثال
  با متقارن كاملاً قاب دو از سازه ، 𝑥 راستاي در .نماييد فرض صلب را سازه سقف

  كيلتش قاب هر در ستون دو با متقارن كاملاً قاب دو از نيز 𝑦 راستاي در و سه ستون
400௠௠ ستون ها ابعاد اگر .است گرديده × 400௠௠ ،نبت الاستيسيته ي مدول باشد 

2 × 10ହ kg/c𝑚ଶ ، 2500 بتن مخصوص وزن kg/𝑚ଷ 40 سقف وزن و ton  
.دهيد تشكيل را حركت معادلات باشد،

متر ٧
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:جرمي دوراني ممان اينرسي و سازه كل جرم تعيين

𝑚 =
𝑊

𝑔
=

40000

981
= 40.7  𝑘𝑔.

𝑠ଶ

𝑐𝑚

𝐼௢ = 𝑚
௕మା ௗమ

ଵଶ
= 15262500 kg. 𝑠ଶ. cm

:قاب سختي تعيين

𝐾௫ଵ = 𝐾௫ଶ =
3 12𝐸𝐼

ℎଷ
=

36 × 2 × 10ହ 40 × 0.4ଷ/12

4ଷ
= 24000𝑘𝑔/𝑐𝑚

𝐾௬஺ = 𝐾௬஻ = 𝐾௬஼ =
2 12𝐸𝐼

ℎଷ
=

24𝐸𝐼

ℎଷ
=

24 × 2 × 10ହ × 40 × 40ଷ/12

400ଷ
=  16000  𝑘𝑔/c𝑚
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:سختي مركز تعيين

 سختي و دلخواه مبدأ يك از 𝑦 جهت در ام 𝑖 قاب فاصله ي ترتيب به 𝐾௬ଵ و 𝑥௜ اگر
:ودمي ش محاسبه زير ترتيب به سختي مركز 𝑥ோ مختصات باشد، 𝑦 جهت در ام 𝑖 قاب

𝑥ோ =
Σ𝑥௜𝐾௬௜

Σ𝐾௬௜

:مبدا عنوان به چپ سمت محور انتخاب با نتيجه در

𝑥ோ =
0 16000 + 7.5 16000 + 15 16000

3 × 16000
= 7.5௠
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  و مبدأ يك از 𝑥 جهت در ام𝑖 قاب فاصله ي ترتيب به 𝐾௫௜ و 𝑦௜ اگر منوال، همين به
  محاسبه زير ترتيب به سختي مركز 𝑦ோ مختصات باشد، 𝑥 جهت در ام𝑖 قاب سختي

:مي شود

:سختي مركز تعيين

𝑦ோ =
Σ𝑦௜𝐾௫௜

Σ𝐾௫௜

:داريم مبدأ عنوان به پايين محور انتخاب با

𝑦ோ =
0 24000 + 7 24000

2 × 24000
= 3.5௠

  پلان وسط رد سختي مركز مختصات ،سختي لحاظ از پلان كامل تقارن به توجه با نيز محاسبه بدون
 جرم زمرك است، يكنواخت كاملاً سازه پلان هندسه ي و جرم آن كه به توجه با حال .مي گردد تعيين
.مي گيرد قرار پلان مركز در سازه
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سازه سختي و جرم ماتريس هاي

𝑀 =
𝑚 0 0
0 𝑚 0
0 0 𝐼௢

=
40.7 0 0

0 40.7 0
0 0 15262500

:مي شود تشكيل زير صورت به نيز سختي ماتريس

𝐾 =

Σ𝐾௫௜ 0 0
0 Σ𝐾௬௜ 0

0 0 Σ𝐾௫௜. 𝑒௬௜
ଶ +  Σ𝐾௬௜𝑒௫௜

ଶ
=

48000 0 0
0 32000 0
0 0 24000 × 350ଶ + 24000 × −350 ଶ + { 16000 × −750 ଶ + 16000 × 0ଶ + (16000 × 750ଶ)
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  را زير ناميراي سيستم آزاد ارتعاش حركت معادله شده، داده نشان شكل براي )مثال
.نماييد تعيين
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فصل نهم  

آزاد ارتعاش

آزاد درجه چند سيستم
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...برخي از سوالات مرتبط با اين فصل
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ناميرا سيستم هايارتعاش آزاد  معادله ي
  است لازم ،ناميرا آزاد چنددرجه سيستم هاي آزاد ارتعاش مسأله ي بررسي براي

𝑃 آزاد درجه چند سيستم ارتعاش اصلي درمعادله ي 𝑡 =   و شود داده قرار {0}
:يعني شود؛ حذف معادله از [𝐶] ميرايي ماتريس

𝑀 �̈� 𝑡 + 𝐾 𝑢 𝑡 = {0}

  طريق از كه است همگن ديفرانسيل معادله ي 𝑁 معرف واقع در فوق، معادله ي
  .است سازه آزادي درجات تعداد 𝑁 .وابسته اند هم به دو هر يا [𝐾] ،[𝑀] ماتريس هاي

:مي كنيم معرفي را زير اوليه ي شرايط معادله، اين حل براي

𝑢 𝑡 = 𝑢 0    , �̇� 𝑡 = {�̇� 0 }

�̇� بالا، درمعادله هاي 0 ,{𝑢 0  سرعت بردار و اوليه جابجايي بردار ترتيب به {
𝑡 لحظه ي در سازه آزادي درجات در اوليه = .است 0
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  درجه دو سازه ي يك ،شكل اين .بگيريد نظر در را فوق شكل مسأله، بهتر درك براي
 .است شده داده نشان لختي و جرم مشخصات داراي كه مي دهد نشان را برشي آزاد

𝑡 لحظه ي در كنيد فرض =  داده نمايش شكل در 𝑎 منحني در كه شكلي به سازه ، 0
 رمتناظ آزادي درجات در سازه جرم دو هر ،تحريك اين علت به .شود تحريك شده،
  .شوند مي ارتعاش دچار𝑢ଶ,𝑢ଵ يعني خود،
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  ساده )همساز( هارمونيك حركت يك سازه، آزادي درجات در آزاد ارتعاش حركت
.نمود تعيين را حركت )فركانس( تناوب زمان نمي توان علاوه، به .نيست

 حركت يك ،كلي حالت در آزاد چنددرجه سيستم آزاد ارتعاش حركت گرچه
𝑡 لحظه ي در را سيستم مي توان اما ؛نيست ساده هارمونيك =   »خاص شكلي« به 0

 كالاش« اين باشند؛ داشته هارمونيك حركت سازه، درجات كليه ي كه نمود تحريك
  .مي نامند »سازه ارتعاش مودي اشكال« اصطلاحاً را تحريك »خاص

 دو سازه ي مثال،  براي .است سازه آزادي درجات تعداد به خاص اشكال اين تعداد
  دو هر تا نمود تحريك »خاص شكل« دو به مي توان را قبل، اسلايد شكل آزاد درجه

 اين ،رديگ بيان به باشند؛ داشته هارمونيك ارتعاش زماني تاريخچه ي 𝑢ଶ,𝑢ଵ درجه ي
  .دارد »ارتعاش مودي شكل دو« سازه
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  شكل و داده رخ سمت يك در سازه جرم دو هر ارتعاش ،)زير شكل( ،»اول مود« در
 نشان Φ௜௝ با ام 𝑗 مود هر در را 𝑖 طبقه ي دامنه ي معمولاً .است ساده سازه ارتعاشي

 اول مود در اول طبقه ي دامنه ي ،)دو ـ يك ـ في بخوانيد( Φଵଵ بنابراين .شود مي داده
.است
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 مخالف جهت در اما يكسان طبقات، دامنه ي لحظه هر در ،)زير شكل( »دوم مود« در
 ديمو اشكال شدن مشخص با .است »اول مود« از پيچيده تر ، »دوم مود« شكل .است

 در .نمود نتعيي نيز  را  مود هر »فركانس« يا »پريود« كميت مي توان اكنون ،ارتعاشي
  آن ارتعاش طبيعي تناوب زمان 𝑇௡ ،مودي اشكال به توجه با ،)𝑛( شماره ي با مود هر

  .مي شود تعريف آزادي درجات در آزاد ارتعاش تاريخچه ي به توجه با مود

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 167

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٣٣٣صفحه  Version: 1.1

𝜔௡ صورت به را مود هر زاويه اي طبيعي فركانس مي توان همچنين * =
ଶ஠

୘౤
 تعريف 

 هشكا آن تناوب زمان و افزايش نيز آن  فركانس ،مود شماره ي رفتن بالا با .نمود
𝑇ଵ فوق، آزاد درجه دو سازه ي براي يعني .مي يابد > 𝑇ଶو 𝜔ଵ < 𝜔ଶ بود خواهد.

 جزو ،)متناظر تناوب زمان هاي يا( آن ها متناظر فركانس هاي و مودي اشكال *
 حتت آن ها پاسخ  تعيين در كه است آزاد چنددرجه سازه ي هر مهم بسيار مشخصات

  ايفا اساسي بسيار نقش زلزله، پايه ي تحريك جمله از ،اجباري ارتعاش شرايط اثر
 در .است محاسبه قابل رياضي روش هاي با آن ها فركانس هاي و مودي اشكال .مي كند

.مي شود داده شرح محاسبه روش ادامه
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مودي اشكالو  طبيعيارتعاش  فركانس هاي
  يك، رياضي نظر از ،مودي اشكال و طبيعي ارتعاش فركانس هاي محاسبه ي مسأله ي

𝑢} آزاد ارتعاش پاسخ .است »ويژه مقدار مسأله ي« 𝑡  به رياضي لحاظ به مي توان را {
:نوشت زير فرم

𝑢 𝑡 = 𝑞௡ 𝑡 Φ௡

  .ستا زمان از مستقل كه است سازه تغييريافته ِ شكل بردار Φ௡ فوق، حاصلضرب در
)Φ௡ درمود مودي اشكال بردار همان واقع در 𝑛 محاسبه هدف كه است ارتعاش ام ـ 

𝑢} يعني اصلي پاسخ زماني تغييرات .)است آن 𝑡  طور به .دارد قرار 𝑞௡(𝑡) در {
:يعني ؛مي گيريم نظر در ساده هارمونيك تابع را 𝑞௡(𝑡) دلخواه

𝑞௡ 𝑡 = 𝐴௡𝑐𝑜𝑠𝜔௡𝑡 + 𝐵௡𝑠𝑖𝑛𝜔௡𝑡

 بايد 𝐵௡ ,𝐴௡ ضرايب و است ام𝑛 مود در سازه ارتعاش طبيعي فركانس 𝜔௡ كه
:داريم هم حسب بر فوق رابطه ي دو نوشتن با .شوند محاسبه
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𝑢 𝑡 = Φ௡(𝐴௡𝑐𝑜𝑠𝜔௡𝑡 + 𝐵௡𝑠𝑖𝑛𝜔௡𝑡)

:يمدار نيز آزاد درجه چند سيستم آزاد ارتعاش  معادله ي در اخير معادله ي جاگذاري با
𝑀 −𝜔௡

ଶ 𝐴௡𝑐𝑜𝑠𝜔௡𝑡 + 𝐵௡𝑠𝑖𝑛𝜔௡𝑡 Φ୬ +  𝐾 Φ௡ 𝐴௡𝑐𝑜𝑠𝜔௡𝑡 + 𝐵௡𝑠𝑖𝑛𝜔௡𝑡

= {0}

⇒ −𝜔௡
ଶ 𝑀 Φ௡ + 𝐾 Φ௡ 𝑞௡ 𝑡 = {0}

𝑞௡ حالت يك در .مي شود ارضا حالت دو در فوق معادله ي 𝑡 =  مسأله ي براي كه ، 0
𝑞௡ اگر زيرا ؛نيست مناسبي جواب ما 𝑡 =  برابر سازه آزادي درجات جابجايي باشد، 0

  رانتزپ داخل عبارت دوم، درحالت .است حركت بدون سازه ،يعني ؛مي آيد دست به صفر
:يعني باشد؛ صفر با برابر بايد

𝐾 − 𝜔௡
ଶ 𝑀 Φ୬ = {0}
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 𝑁( .است معادله 𝑁 شامل جبري همگن معادلات دستگاه يك درحقيقت اخير رابطه ي
  كه است غيربديهي جواب داراي شرايطي در معادله اين .)آزادي درجات تعداد

:يعني باشد؛ صفر معادله ضرايب دترمينان
𝐾 −  𝜔௡

ଶ[𝑀] = 0

𝐴 معادله ي دستگاه در 𝑋 = [𝑏] اگر 𝑏 =  .مي شود خوانده همگن دستگاه باشد، 0
𝑋 حالت اين در =  هك مي شود ثابت خطي جبر در .است آن بديهي جواب يك [0]

𝐴 كه دارد غيربديهي جواب شرايطي در فقط دستگاه =   .گردد 0
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 از  ايچندجمله يك اخير رابطه ي بسط نتيجه ي شد، خواهد ديده مثال ها در كه همانطور
𝜔௡ حسب بر 𝑁 درجه ي

ଶ مشخصه  معادله ي كه ـ چندجمله اي معادله ي اين حل .است 
𝜔௡ از حقيقي و مثبت ريشه ي 𝑁 ،مي شود ناميده هم فركانس معادله ي يا

ଶ دست به را  
𝐾 سختي و جرم ماتريس هاي زيرا ؛مي دهد   ريشه 𝑁 .مثبت اند و متقارن [𝑀] و 
 رمقادي يا ويژه مقادير را، ريشه ها اين .است سازه طبيعي فركانس 𝑁 فوق، معادله

  جايگذاري با مي توان ، 𝜔௡ طبيعي فركانس هاي مقادير تعيين با .مي نامند هم مشخصه
𝑁 بردار يك Φ௡ .آورد دست به را مود هر به مربوط مودي شكل يا Φ௡ آن ها × 1 
.مي نامند نيز »مشخصه بردارهاي« يا »ويژه بردارهاي« را Φ௡ .است

 ذاتي مشخصات جزو سازه،  ارتعاش مودي اشكال و طبيعي فركانس هاي كه شود توجه
 به وابسته مشخصات اين واقع در .است سازه سختي و جرم به وابسته فقط كه بوده سازه
.مي دهد رخ آزاد ارتعاش حالت در فقط و نبوده سازه بر وارد بارهاي مقدار يا نوع
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 جهدر دو سازه ي مودي اشكال و طبيعي فركانس هاي محاسبه ي است مطلوب )مثال
  آزاد

L

h2E I
c c

2E I
c c

2m
P(t)
1

hE Ic c
E I

c c

m
P(t)
2

u (t)
2

u (t)
1

 سيستم سختي و جرم ماتريس هاي
 تندعبار ماتريس ها اين .گرديد محاسبه

:از

𝑀 = 𝑚
2 0
0 1

𝐾 =
24𝐸𝐼௖

ℎଷ
3 −1

−1 1
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:داريممعادله  در فوق ماتريس هاي جاگذاري با حال

𝐾 − 𝜔௡
ଶ[𝑀] = 0 ⇒  

24𝐸𝐼஼

ℎଷ
 

3 −1
−1 1

− 𝜔௡
ଶ 𝑚

2 0
0 1

= 0

𝜆 كنيم فرض =
ఠ೙

మ ௠
మరಶ಺೎

೓య

:داريم صورت اين در .شود تعريف

3 −1
−1 1

− 𝜆
2 0
0 1

= 0 ⇒   
3 − 2𝜆 −1

−1 1 − 𝜆
= 0

:آيدبه دست  چندجمله اي معادله يتا  مي دهيمرا بسط  دترمينانحال 
3 − 2𝜆 1 − 𝜆 − −1 −1 = 0 ⇒   2𝜆ଶ − 5𝜆 + 2 = 0
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  به اگر( .است چهارم مرتبه ي از 𝜔௡ برحسب و دوم درجه ي از 𝜆 حسب بر معادله اين

𝜆 از اخير معادله ي در 𝜆 جاي =
ఠ೙

మ ௠
మరಶ಺ౙ

೓య

  و مثبت ريشه ي دو معادله اين .)شود استفاده 

𝜔௡ حسب بر را معادله اگر .داشت خواهد 𝜆 حقيقي
ଶ خواهد ريشه چهار ،كنيم حل 

 زير ريشه ي دو 𝜆 حسب بر معادله حل .دارد حقيقي و مثبت ريشه ي دو فقط كه داشت
:مي دهد نتيجه را

𝜆ଵ = 0.5                  𝜆ଶ = 2

:مجهول را محاسبه نمود طبيعي فركانسدو  مي توانحال 

𝜔ଵ
ଶ =

24𝐸𝐼௖

ℎଷ

𝜆ଵ

𝑚
=

24𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ
 0.5 =

12𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ
 ⇒   𝜔ଵ =

12𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ
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𝜔ଵ كهشود  جاگذاري ترتيبيبه  بايدها  𝜆 كهدقت شود  < 𝜔ଶ < ⋯ < 𝜔௡ شود.

به  زير به صورت نيز مودي اشكال جاگذاريمجهول و  طبيعي فركانس هاي محاسبه يبا 
:مي آينددست 

 :اول مود

𝐌𝐨𝐝𝐞 # 𝟏

𝜔ଵ
ଶ =

12𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ

𝐾 − 𝜔ଵ
ଶ 𝑀 Φଵ = {0}

⇒
24𝐸𝐼஼

ℎଷ
3 −1

−1 1
−

12𝐸𝐼௖

ℎଷ
2 0
0 1

 Φଵ = {0}
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⇒ 2
3 −1

−1 1
− 

2 0
0 1

Φଵ = {0} ⇒
4 −2

−2 1

Φଵଵ

Φଶଵ
=

0
0

⇒ ቊ
4Φଵଵ −  2Φଶଵ = 0
−2Φଵଵ + Φଶଵ = 0

 هولمج دو با معادله دو ظاهراً  يعني .مي شود ديده وابسته معادله دو فوق، دستگاه در
 خاصيت ،پديده اي چنين .است مجهول دو و معادله يك حقيقت در اما دارد؛ وجود

 را تمجهولا از يكي بايد شرايطي چنين در .است رياضيات در »ويژه مقدار مسائل«
  .آورد دست به آن حسب بر را ديگري و نمود فرض
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Φଵଵمثال  ايندر  = :نتيجهو در  كردهفرض  1

Φଵଵ = 1             Φଶଵ =
1

2

  .دارد اهميت آن ها نسبت فقط و بوده واحد بدون ١/٥ و ١ اعداد .مي آيد دست به
:بنابراين

Φଵ =
1

1/2 

  :دوم مود

𝐌𝐨𝐝𝐞 # 𝟐
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𝜔ଶ
ଶ =

48𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ
               ⇒ 𝐾 − 𝜔ଶ

ଶ 𝑀 Φଶ = 0

⇒
24𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ
3 −1

−1 1
−

48𝐸𝐼௖

𝑚ℎଷ
2 0
0 1

Φଶ = 0

⇒
3 −1

−1 1
− 2

2 0
0 1

Φଶ = 0 ⇒
−1 −1
−1 −1

Φଶଵ

Φଶଶ
=

0
0

⇒  ቊ
−Φଶଵ − Φଶଶ = 0 
−Φଶଵ − Φଶଶ = 0

 ⇒ Φଶଵ + Φଶଶ = 0

Φଶଶ مي كنيم فرض اول مود مشابه = Φଶଵ بالا رابطه ي از نتيجه در .1 =  به 1−
:لذا .مي آيد دست

Φଶ =
1

−1

A
ll 

rig
ht

s 
re

se
rv

ed
. 

Th
is 

bo
ok

 o
r 

an
y 

pa
rt

 th
er

eo
f m

us
t n

ot
 

be
 r

ep
ro

du
ce

d 
in

 a
ny

 fo
rm

 w
ith

ou
t 

th
e 

w
rit

te
n 

pe
rm

iss
io

n.
 



www.M-Alirezaei.com

M.Alirezaei@iiees.ac.ir 173

This publication or any part thereof must not be reproduced in any form without the written permission

WebSite: www.M-Alirezaei.com
Telegram: @AlirezaeiChannel

٣٤٥صفحه  Version: 1.1

4 m

4 m

3.33 m

1 t/m

3.33 m 3.33 m

1 t/m 1 t/m

2 t/m

 بتني سازه ي سازه ي مودي اشكال و طبيعي فركانس هاي محاسبه ي مطلوب است )مثال
400௠௠ ستون ها كليه ي .هستند صلب طبقات كف .زير شكل در شده داده نشان

× 400௠௠، است  متر ٣/٣٣ ها دهانه طول و متر ٤ طبقات ارتفاع.𝐸 = 2 × 10ହ𝑘g

/c𝑚ଶ

يمفصل
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:مي شود تشكيل متمركز صورت به جرم ماتريس ابتدا

𝑚ଵ =
𝑊ଵ

𝑔
=

10000

981
= 10.2  𝑘𝑔. 𝑠ଶ/c𝑚

𝑚ଶ =
𝑊ଶ

𝑔
=

20000

981
= 20.4  𝑘𝑔. 𝑠ଶ/c𝑚

𝑀 =
𝑚ଵ 0
0 𝑚ଶ

=
10.2 0

0 20.4

.مي شوند محاسبه ترتيب به ٢ و ١ طبقات سختي ابتدا ،سختي ماتريس تشكيل براي

𝐼௖ =
40 40 ଷ

12
= 213 × 10ଷ 𝑐𝑚ସ

𝑘ଵ = 2
3𝐸𝐼௖

ℎଷ

ستون با پاي مفصلي

+  2
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 20000  𝑘𝑔/c𝑚
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𝑘ଶ = 4
12𝐸𝐼௖

ℎଷ
=

48𝐸𝐼௖

ℎଷ
= 32000  𝑘𝑔/𝑐𝑚

:با است برابر ماتريس لذا

𝐾 =
𝑘ଵ +  𝑘ଶ – 𝑘ଶ

−𝑘ଶ 𝑘ଶ
=

52000 −32000
−32000 32000

 (𝑘𝑔/c𝑚)

:داريم مشخصه معادله ي در فوق ماتريس هاي جاگذاري با
𝐾 − 𝜔௡

ଶ 𝑀 = 0

𝜔ଵ
ଶ = 22.53  

𝑟𝑎𝑑

𝑠𝑒𝑐
 ⇒  𝑇ଵ = 0.28 𝑠𝑒𝑐

𝜔ଶ
ଶ = 79.26  

𝑟𝑎𝑑

𝑠𝑒𝑐
 ⇒  𝑇ଵ = 0.079 𝑠𝑒𝑐
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:اول مود
𝑴𝒐𝒅𝒆#𝟏                                           𝜔ଵ

ଶ = 507.8

𝐾 − 𝜔ଵ
ଶ 𝑀 Φଵ = 0   ⇒    Φଵ =

0.682
1

:دوم مود
𝑴𝒐𝒅𝒆#𝟐                                           𝜔ଶ

ଶ = 6282.15
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REFERENCE: RayW. Clough and Joseph Penzien (Computers & Structures, Inc.)

Building frame and its vibration properties.
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