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Introduction

هدف از این فصل، بررسی اثر نیروها بر روی ذرات می باشد•

ادل یا جایگزین کردن چند نیروی عمل کننده بر روی یک ذره با یک نیروی مع-

منتج

می روابط بین نیروهای عمل کننده بر روی یک ذره که در حالت تعادل-

باشند



© 2007 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 

Vector Mechanics for Engineers: Statics

E
ig

h
th

E
d

itio
n

2 - 14

Resultant of Two Forces

ت، عمل یا کنش یک جسم بر روی جسم دیگراس: نیرو•

هت و نیرو کمیتی است برداری که کنش آن با مقدار، ج

نقطه اثرش مشخص می شود

مکن شواهد تجربی نشان می دهد که اثر ترکیبی دو نیرو م•

.است توسط یک نیروی منتج تنها نشان داده شود

Aاین نیروی منتج معادل است با قطری که از نقطه •

میگذرد

نیرو کمیتی برداری است•
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Addition of Vectors

قانون متوازی الاضلاع برای جمع بردارها•

قانون مثلث برای جمع بردارها•

B

B

C

C

QPR

BPQQPR




 cos2222

• قانون کسینوسها

• قانون سینوسها

A

C

R

B

Q

A sinsinsin


• جمع بردارها دارای خاصیت جابجایی است

PQQP




• تفریق بردارها
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Addition of Vectors

جمع سه یا تعداد بیشتری بردار با قاعده مثلثی•

ار قاعده چند ضلعی برای جمع سه یا تعداد بیشتری برد•

جمع بردارها دارای خاصیت شرکت پذیری می باشند•

   SQPSQPSQP




ضرب یک عدد در بردار•
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Sample Problem 2.1

یچ مطلوبست برآیند دو نیروی وارد بر پ

A

:حل

یی متوازی الاضلاعی با ضلع ها-راه حل گرافیکی•

و طول هایی متناسب می Qو Pهمجهت با جهت 

رآیند به طور گرافیکی متوجه می شویم که ب. سازیم

در جهت و مقدار با قطر متناسب می باشد 

ها و استفاده از دو قانون کسینوس-راه حل مثلثاتی•

سینوسها
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Sample Problem 2.1

هت متوازی الاضلاعی با ضلع هایی همج-راه حل گرافیکی•

به طور . و طول هایی متناسب می سازیمQو Pبا جهت 

ا گرافیکی متوجه می شویم که برآیند در جهت و مقدار ب

قطر متناسب می باشد 

• ,  35N 98 R

ترسیم Qتا انتهای Pمثلثی که از ابتدای : راه حل گرافیکی•

شده است

 35N 98 R
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Sample Problem 2.1

• ,اعمال قانون کسینوسها

       



155cosN60N402N60N40

cos2
22

222 BPQQPR

A

A

R

Q
BA

R

B

Q

A











20

04.15
N73.97

N60
155sin

sinsin

sinsin



N73.97R

اعمال قانون سینوسها

 04.35
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Sample Problem 2.2

  = 45o, 

(bمقدار برای هر کدام از طناب ها

کمترین مقدار خود می باشد

ده ی مطلوبست نیروی وارد به دو قایق کشن

نیوتن وقتی5000سکوی 

SOLUTION:

.راه حل گرافیکی•

تعیین میشود توسط 2زاویه برای تنش مینیمم در طناب •

اعمال قانون مثلثات

اعمال قانون سینوس ها•
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Sample Problem 2.2

.راه حل گرافیکی•

N2600N3700 21  TT

اعمال قانون سینوس ها•







 105sin

N5000

30sin45sin

21 TT

N2590N3660 21  TT
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Sample Problem 2.2

تعیین میشود توسط 2زاویه برای تنش مینیمم در طناب •

اعمال قانون مثلثات

T2و T1زمانی رخ می دهد که 2کمترین تنش در طناب •

بر هم عمودند

   30sinN50002T N25002 T

   30cosN50001T N43301 T

 3090  60
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Rectangular Components of a Force: Unit Vectors

jFiFF yx




yx FFF




yx FF


 and 
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Addition of Forces by Summing Components

SQPR




نیروهای روش مطلوب برای تعیین برآیند سه یا تعداد بیشتر•

همرو

    jSQPiSQP

jSiSjQiQjPiPjRiR

yyyxxx

yxyxyxyx 







(کارتزین)تجزیه هر نیرو به مولفه های مستطیلی •





x

xxxx

F

SQPR

فه های مولفه های اسکالر نیروی برآیند برابر است با جمع مول•

اسکالر مربوطه به نیروهای مشخص





y

yyyy

F

SQPR

x

y
yx

R

R
RRR 122 tan 

پیدا کردن جهت و مقدار نیروی برآیند•
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Sample Problem 2.3

ان برآیند چهار نیروی عمل کننده بر گیره نش

داده شده را بدست آورید

:راه حل

تجزیه هر نیرو به مولفه های کارتزین•

محاسبه مقدار و جهت نیروی برآیند•

ردن تعیین مولفه های نیروی برآیندبا اضافه ک•

مولفه های نیروی مربوطه
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Sample Problem 2.3
SOLUTION:

.تجزیه هر نیرو به مولفه های کارتزین•

9.256.96100

0.1100110

2.754.2780

0.759.129150

4

3

2

1











F

F

F

F

compycompxmagforce









22 3.141.199 R N6.199R

محاسبه مقدار و جهت نیروی برآیند•

N1.199

N3.14
tan   1.4

ه های تعیین مولفه های نیروی برآیندبا اضافه کردن مولف•

نیروی مربوطه

1.199xR 3.14yR
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Equilibrium of a Particle
وقتی برآیند نیروها برابر صفر می باشد ذره در حال تعادل می باشد•

:ذره تحت اثر دو نیرو•

بزرگی برابر -

خط اثر یکسان-

جهت مخالف-

:ذره تحت اثر سه یا تعداد بیشتر نیرو•

راه حل ترسیمی یک چند ضلعی بسته-

راه حل جبری-

00

0









yx FF

FR


قی می ماند اگر نیروی برآیند بر یک ذره برابر صفر باشد، ذره در حالت سکون با: قانون اول نیوتن•

یا به حرکت خود با سرعت ثابت در یک خط مستقیم ادامه خواهد داد
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Free-Body Diagrams
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Sample Problem 2.4

ی هر با توجه به تخلیه بار شکل مقابل، نیرو

نیوتن 3500وزن اتومبیل . کابل را بیابید

است

:حل

رسم دیاگرام آزاد

اعمال شرایط برای تعادل توسط ایجاد یک شکل•

بسته از نیروهای اعمال شده به ذره

وهای اعمال روابط مثلثاتی برای تعیین مقدار نیر•

مجهول
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Sample Problem 2.4

SOLUTION:

Aرسم دیاگرام آزاد برای ذره •

اعمال شرایط برای تعادل

بدست آوردن مقدار نیروهای مجهول•







 58sin

N3500

2sin120sin

ACAB TT

N3570ABT

N144ACT
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Sample Problem 2.5

و ACمطلوبست نیروی اعمال شده بر کابل 

40برابر با ABنیروی کشش در کابل . شناور

نیوتن می باشد60برابر با ACنیوتن و در کابل 

انتخاب شناور به عنوان جسم آزاد و رسم دیاگرام

آزاد آن

سط توصیف شرایط برای تعادل برای شناور تو•

با صفر نوشتن اینکه برایند همه نیروها باید برابر

شود

برابر yو xمعادلات تعادل را در هر دو جهت 

صفر قرار می دهیم
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Sample Problem 2.5

SOLUTION:

انتخاب شناور به عنوان جسم آزاد و رسم دیاگرام آزاد 

آن





25.60

75.1
m 4

m 7
tan









56.20

375.0
m 4

m 1.5
tan





سط توصیف شرایط برای تعادل برای شناور تو•

با صفر نوشتن اینکه برایند همه نیروها باید برابر

شود

0 DAEACAB FTTTR

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Sample Problem 2.5

تجزیه بردارها•

   

   

 

 

  jT

iFT

R

iFF

jT

jTiT

jTiTT

ji

jiT

AC

DAC

DD

ACAC

ACACAC

AB



















609363.084.19

3512.073.34

0

N06

9363.03512.0

56.20cos56.20sin

N84.19N73.34

26.60cosN4026.60sinN40


















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Sample Problem 2.5

 

  jT

iFT

R

AC

DAC






609363.084.19

3512.073.34

0







برابر صفر قرار می yو xمعادلات تعادل را در هر دو جهت 

دهیم

 

  609363.084.1900

3512.073.3400









ACy

DACx

TF

FTF

N 66.19

N 9.42





D

AC

F

T
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Problem  2.7 Solution



50o

25o

25o
R1

R1 = 2(75 lb) cos25o = 135.95 lb

R1 = 135.95 lb  +25o

240 lb

30o



50o
75 lb

75 lb

A
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Problem  2.7 Solution

30o +25o

R2

R1 = 135.95 lb
240 lb

Law of sines:

sin(+25o)

240 lb
=

sin(30o)

135.95 lb

sin(+25o)  = 
(240 lb) sin(30o)

135.95 lb
=  0.88270

 + 25o = 61.97o

 = 37.0o
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Problem  2.8

A

9 ft

5 ft

8.5 ft

12 ft 7.5 ft

گره خورده Cدو کابل در نقطه 

اند و تحت بارگزاری نشان داده

( لفتعیین کنید ا. شده می باشند

کشش در ( بACکشش در کابل 

BCکابل 

B

C

396  lb
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x

y

TAC

TBC

4

7.512

3.5

396  lb

FREE BODY C:

TBC = 0S Fx = 0 :
12

12.5
TAC

7.5
8.5

+

TBC = 1.088 TAC

S Fy = 0 : TAC
4
8.5

+
3.5

12.5
TBC 396 lb = 0

Problem  2.8 Solution

کشیدن یک دیاگرام آزاد از ذره

و xنیروهای اعمال شده بر ذره در جهات 
yبرابر با صفر قرار می دهیم



42

x

y

TAC

TBC

4

7.512

3.5

396  lb

(a)  Substitute for TBC:

TAC
4
8.5

+
3.5

12.5
(1.088 TAC ) 

_ 396 lb = 0

(0.280 + 0.512) TAC
_ 396 lb = 0

(b) TBC = 1.088 (500 lb)

TAC = 500 lb

TBC = 544 lb

Problem  2.8 Solution
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مقدمه

قاط اثر در کل، اندازه جسم و ن. رفتار یک جسم به عنوان یک ذره همیشه امکان پذیر نیست•

نیروهای اثرگذار باید مورد بررسی قرار گیرد

واقعی در واقع، تغییر شکل های. بیشتر اجسام در مکانیک مقدماتی صلب فرض می شوند•

.بسیار کوچک هستند و تاثیری بر شرایط تعادل یا حرکت جسم نمی گذارند

م فصل جاری اثر نیروهای اعمالی بر روی یک جسم صلب و نحوه جایگزینی یک سیست•

مشخص از نیروها را با یک سیستم معادل ساده تررا توصیف میکند

گشتاور یک نیرو حول یک نقطه•

گشتاور یک نیرو حول یک محور•

گشتاور به علت یک کوپل•

م معادل هر سیستم نیرویی که بر یک جسم صلب عمل می کند می تواند توسط یک سیست•

شامل یک نیروی عمل کننده بر یک نقطه و یک کوپل جایگزین شود
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نیروهای داخلی و خارجی

دو نیروهای عمل کننده بر اجسام صلب به•

:گروه تقسیم می شوند

نیروهای خارجی-

نیروهای داخلی-

نیروهای خارجی در دیاگرام جسم آزاد نشان•

.داده شده اند

ل هر نیروی خارجی می تواند باعث انتقا•

.یا دوران یا هر دو شود
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بردارهای معادل: قانون جابجایی

رو در شرایط تعادل یا حرکت توسط انتقال یک نی•

طول خط اثرش تحت تاثیر قرار نخواهد گرفت

، نیروهای مساوی می باشند’Fو Fنیروی : نکته•

به پشت کامیون Fحرکت نقطه اثر نیروی •

ی هیچ تاثیری بر حرکت یا دیگر نیروها

عمل کننده بر کامیون ندارد

یین قانون انتقال ممکن است همیشه برای تع•

نیروهای داخلی و تغییر شکل ها اعمال 

نشود
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ضرب برداری دو بردار

ضربمفهوم ممان یک نیرو حول یک نقطه از طریق کاربرد •
دخیلی راحت تر قابل فهم می باشبرداری یا ضرب خارجی 

تعریف می Vبه عنوان بردار Qو Pضرب برداری دو بردار •

شود که شرایط زیر را دارا می باشد

عمود می باشدQو Pبر صفحه Vخط اثر 1.

:برابر است باVمقدار 2.

از قانون دست راست بدست می آیدVجهت 3.

sinQPV 

:ضرب برداری•

- قانون جابجایی برقرار نیست

- توزیع پذیرند

- بدون خاصیت شرکت پذیری

 QPPQ 

  2121 QPQPQQP 

   SQPSQP 
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مولفه های مستطیلی: ضرب برداری

ضرب های برداری بردارهای واحد کارتزین•

0

0

0







kkikjjki

ijkjjkji

jikkijii







ضرب های برداری در ارتباط با مختصات •

مستطیلی

   kQjQiQkPjPiPV zyxzyx




   

 kQPQP

jQPQPiQPQP

xyyx

zxxzyzzy








zyx

zyx

QQQ

PPP

kji



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ممان یک نیرو حول یک نقطه

بر اثرش. یک بردار نیرو توسط مقدار و جهتش تعریف می شود•

روی جسم صلب بستگی به نقطه اثرش دارد

به صورت زیر تعریف می شودOحول نقطه Fممان نیروی •

FrMO 

.عمود می باشدFو نیروی Oبر صفحه  MOبردار ممان •

را داشته باشد اگر Fکه مقدار و جهت مشابه با نیروی ’Fهر نیروی •

شابه در یک خط عمل یاشند مساوی می باشند و بنابراین تولید ممان م

می کنند

تمایل نیرو را برای دوران حول یک محور در طول MOمقدار •
MOرا نشان  می دهد

جهت ممان توسط قانون دست راست تعیین می شود

FdrFMO  sin
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ممان یک نیرو حول یک نقطه

ساختارهای دوبعدی دارای طول و عرض می باشند و اما عمق آنها نادیده •

و  پیرو نیروهای داخل صفحه می شود . گرفته می شود

عمود Oممان نیرو حول ،MO. می باشدFو نیروی Oصفحه شامل نقطه 

بر صفحه می باشد

هت اگر نیرو تمایل به دوران ساختار در جهت ساعتگرد داشته باشد، ج•

بردار ممان خارج از صفحه ساختار می باشد و مقدار آن را می توان 

.قراردادی مثبت در نظر گرفت

، جهت اگر نیرو تمایل به دوران ساختار در جهت پادساعتگرد داشته باشد•

بردار به سمت داخل صفحه ساختار می باشد و مقدار آن را می توان 

.قراردادی منفی در نظر گرفت
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Varignon’s Theorem

از نیروی معادل چند نیرو که Oممان حول نقطه مشخص •

همرو می باشند مساوی با جمع ممانهای بوجود آمده ارز 

Oتک تک نیروها حول نقطه 

  





 2121 FrFrFFr
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مولفه های کارتزین ممان یک نیرو

     kyFxFjxFzFizFyF

FFF

zyx

kji

kMjMiMM

xyzxyz

zyx

zyxO













Oحول نقطه Fگشتاور نیروی  

kFjFiFF

kzjyixrFrM

zyx

O 





 ,
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مولفه های کارتزین ممان یک نیرو

Bحول نقطه Fگشتاور نیروی 

FrM BAB


 /

     

kFjFiFF

kzzjyyixx

rrr

zyx

BABABA

BABA











/

     

zyx

BABABAB

FFF

zzyyxx

kji

M 




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مولفه های کارتزین ممان یک نیرو

برای ساختارهای دو بعدی

 

xy

ZO

xyO

yFxF

MM

kyFxFM








    

    xBAyBA

ZB

xBAyBAB

FyyFxx

MM

kFyyFxxM







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Sample Problem 3.1

به میله روبرو که به یک شافت در 100lbیک نیروی عمودی 
متصل است اعمال می شودOنقطه

:تعیین کنید

(a ممان حول نقطهO

(bافقی در مقدار نیروAکه همان گشتاور را ایجاد کند

(c کوچکترین نیرو درAکه ایجاد همان ممان را بکند

(d 240مکان نیروی عمودیlbبرای تولید ممان مشابه

(e آیا هر نیرویی در بخشb ،c وd معادل با نیروی اصلی
است
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Sample Problem 3.1

(a ممان حول نقطهO مساوی است با ضرب نیرو در فاصله
به دلیل اینکه نیرو . Oعمودی بین خط عمل نیرو و نقطه 

تمایل دارد میله در جهت ساعتگرد بچرخاند ممان به سمت 
داخل صفحه می باشد

 

  in. 12lb 100

in. 1260cosin.24







O

O

M

d

FdM

in lb 1200 OM
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Sample Problem 3.1

(bافقی در مقدار نیروAکه همان گشتاور را ایجاد کند

 

 

in. 8.20

in.  lb 1200

in. 8.20in.  lb 1200

in. 8.2060sinin. 24










F

F

FdM

d

O

lb 7.57F
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Sample Problem 3.1

(c کوچکترین نیروA به منظور ایجاد ممانی مشابه زمانی رخ

عمود Fمی دهد که فاصله عمودی ماکزیمم است یا زمانی که 

می باشدOAبر 

 

in. 42

in.  lb 1200

in. 42in.  lb 1200








F

F

FdMO

lb 50F
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Sample Problem 3.1

(d 240تعیین نقطه اثر یک نیرویlbبرای تولید ممان مشابه

 

in. 5cos60

in. 5
lb 402

in.  lb 1200

lb 240in.  lb 1200












OB

d

d

FdMO

in. 10OB
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Sample Problem 3.1

(e اگرچه هر نیرویی در بخشb ،c وdبا نیروی تولید ممان مشابه

100lb می کند اما هیچ کدام مقدار و جهت مشابهی ندارند یا خط

100lbهیچ کدام از نیروها معادل نیروی . عمل مشلبهی ندارند

نمی باشد
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Sample Problem 4.1

گشتاور حول مفصل آرنج را بدست

آورید
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Sample Problem 5.1

در Bرا حول نقطه Fگشتاور نیروی 

شکل زیر بدست آورید
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Sample Problem 6.1

در شکل زیر نیروي کششي دوسر

بازو چقدر باشد تا کل ممان حول 

صفر گردد؟ Oنقطه 
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Sample Problem 7.1

حول نقطه 80lbگشتاور نیروي افقي 

Oرا حساب كنید
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Sample Problem 8.1
را Fنیوتن باشد مقدار نیروی 200نیوتن باشد و نیروی وزن بدن 50اگر وزن جعبه برابر با 

برابر صفر گرددL5طوری بدست آورید که گشتاور حول مهره 
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Sample Problem 9.1
بدست آورید؟Aو Bرا حول نقاط pگشتاور نیروی 
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Sample Problem 10.1
درجه باشد30اگر زاویه نیرو با خط عمود Oحول نقطه Fگشتاور نیروی 
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Sample Problem 11.1
را بدست آورید؟ Oگشتاور حول نقطه 
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گشتاور یک کوپل

دارای مقدار یکسان و دارای خط اثر F–و Fدو نیروی •

موازی ولی در جهت مخالف می باشند به این حالت یک کوپل

نیرویی گویند
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گشتاور یک کوپل

دارای مقدار یکسان و دارای خط اثر F–و Fدو نیروی •

موازی ولی در جهت مخالف می باشند به این حالت یک کوپل

نیرویی گویند

ممان کوپل•

 
 

FdrFM

Fr

Frr

FrFrM

BA

BA









sin







ات بردار ممان کوپل مستقل از انتخاب مبدا محور مختص•

در واقع، آن یک بردار آزاد می باشد که می . می باشد

تواند به هر نقطه ای با همان اثر اعمال شود
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گشتاور یک کوپل

متشکل از تعریف لنگر کوپل، نتیجه می شود دو کوپل، یکی

و F2و دیگری متشکل از نیروهای F1–و F1از نیروهای 

–F2دارای لنگرهای برابرند به شرطی که:
•

2211 dFdF 

یا در صفحه)همچنین دو کوپل در صفحات موازی •

.و همسو باشند( یکسان
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مجموع کوپل ها

هر کدام شامل یک P2و P1فرض کنید صفحات •

کوپل

222

111

 planein  

 planein  

PFrM

PFrM








برآیند نیروها تشکیل یک کوپل را می دهند•

 21 FFrRrM




Varignonتوسط نظریه •

21

21

MM

FrFrM








دو جمع دو کوپل یک کوپلی هست که مساوی بردار برایند•

کوپل می باشد
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Oتجزیه یک نیروی معین به کوپل و نیرو در 

انتقال داده شود بدون اصلاح رفتارش Oنمی تواند به سادگی به نقطه Fبردار نیروی •

.بر جسم

که هیچ اثری بر روی جسم ندارندOاعمال بردار نیروهای مخالف و مساوی در نقطه •

ن هر سه نیرو ممکن است توسط یک بردار نیروی معادل و بردار کوپل جایگزی•

در واقع یک سیستم کوپل نیرو. شوند
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Oتجزیه یک نیروی معین به کوپل و نیرو در 

احتیاج به یک بردار ’Oبه یک نقطه متفاوت Aاز نقطه Fحرکت نیروی •

’MOکول متفاوت 

FrMO


'

به صورت زیر می باشند’Oو Oحول نقطه Fممان •

 

FsM

FsFrFsrFrM

O

O






 ''

احتیاج به اضافه کردن ممان نیرو در ’Oبه Oحرکت سیستم کوپل نیرو از •

O حولO’دارد.
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Sample Problem 3.4

ان مولفه های کوپل هم ارز با دو کوپل  نش

داده شده را بیابید

:حل

مساوی و در جهت خلاف هم 20lbاعمال دو نیروی •
x+در جهت Aدر نقطه 

راه حل دیگر، محاسبه جمع ممان های چهار نیرو •

Dحول 
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Sample Problem 3.4

مساوی و در جهت خلاف 20lbاعمال دو نیروی •
x+در جهت Aهم در نقطه 

  

  

   in.lb 180in. 9lb 20

in.lb240in. 12lb 20

in.lb 540in. 18lb 30







z

y

x

M

M

M

   

 k

jiM




in.lb 180

in.lb240in.lb 540




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Sample Problem 3.4

راه حل دیگر، محاسبه جمع ممان های چهار نیرو •

Dحول 

   

      ikj

kjMM D




lb 20in. 12in. 9

lb 30in. 18





   

 k

jiM




in.lb 180

in.lb240in.lb 540




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Sample Problem 3.5

a)

        jjjj

FR




N 250N 100N 600N 150 

 

  jR


N600

 
       

   ji

jiji

FrM R

A







2508.4

1008.26006.1





 

 kM R

A


mN 1880 
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Sample Problem 3.5

b)

  jR


N 600

     

   kk

jik

RrMM AB

R

A

R

B







mN 2880mN 1880

N 600m 8.4mN 1880







 kM R

B


mN 1000 
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B

A

C

60o

250 N30o

F

F

C

B

A FB

FA

x
y

=

Problem  3.10 Solution

Equivalence then requires:

S Fx :       0 = FA cos F + FB cos F

FA = _ FB or      cos F = 0

S Fy :      _250 = _ FA sin F _ FB sin F

If FA = _ FB then _ 250 = 0       reject

Consequently cos F = 0    or F = 90o and FA + FB = 250
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Problem  3.10 Solution

B

A

C

60o

250 N30o

F

F

C

B

A FB

FA

x
y

=

Also:

S MB :    _ (0.3 m)( 250 N) = (0.2 m) FA

or FA = _ 375 N

and FB = + 675 N

FA = 375 N            60o,          FB = 625 N            60o

+
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مقدمه

یرو و شرایط لازم و کافی برای تعادل جسم استاتیکی یک جسم صلب این است که ن•

گشتاور معادل از همه نیروهای خارجی از یک سیستم مساوی با صفر باشد

     00 FrMF O



   

   

000

000

zyx

zyx

MMM

FFF

ر زیر با تجزیه هر یک از نیروها و ممانها به مولفه های کارتزینشان شش مولفه اسکال•

بدست می آیند که شرایط را برای تعادل استاتیک توصیف می کنند 

ل برای یک جسم صلب در تعادل استاتیکی، نیروهای خارجی و ممانها در حا تعاد•

.می باشند و هیچ حرکت انتقالی یا دورانی به جسم وارد نخواهند کرد
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Free Body Diagrams and Kinetic Diagrams

12 - 90

ا م. دیاگرام آزاد یک جسم شبیه به کاری است که در استاتیک انجام می دادیم

دیاگرام سینتیک در آنالیز دینامیکی خود را اضافه خواهیم کرد

... (  قطبی، کارتزین و ) کشیدن سیستم محور مختصات 2.

(پوندی225وزن، نیروی کشیدن : مانند) اضافه کردن نیروهای اعمالی 3.

((N)مثل نیروی نرمال ) جایگذاری تکیه گاهها با نیروها 4.

(free body) جدا کردن جسم مورد نظر .  1

(معمولا زوایای قرارگیری ذرات ) کشیدن بعدهای مناسب 5.

x y
225 N

FfN
mg

25o
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نمودار جسم آزاد

ایی همه اولین قدم در آنالیز تعادل استاتیک یک جسم صلب، شناس

نیروهای عمل کننده روی یک جسم با یک نمودار جسم آزاد می

.باشد

ابتدا جسم آزاد را انتخاب و آن را از زمین و سایر اجسام•

یمسپس مرز جسم منزوی شده را رسم می کن. جدا می کنیم

ابعاد را نیز باید در نمودار جسم آزاد نشان داد، زیرا •

زاد نمودار جسم آ. برای محاسبه لنگر نیروها مورد نیازند

.  نباید حاوی اطلاعاتی بیش از این باشد

تعریف نقطه اثر و جهت نیروهای خارجی مجهول که •

ر معمولااز واکنش هایی تشکیل می شوند که زمین و سای

واند اجسام  برای مقابله با حرکت هایی که جسم صلب می ت

.دارا باشد بر آن وارد می کنند

نشان دادن نقطه اثر، مقدار و جهت نیروهای خارجی معلوم•

شامل وزن جسم صلب
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واکنش ها در تکیه گاه ها و اتصالات سازه دو بعدی

واکنش های هم ارز یک نیرو با •

خط اثر معلوم

غلتکی گهواره ای
سطح بی 

اصطکاک نیرو با خط اثر معلوم

کابل کوتاه رابط کوتاه نیرو با خط اثر معلوم

بوش روی میله 

بی اصطکاک

پین بی اصطکاک در 

شیار
نیرو با خط اثر معلوم
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Reactions at Supports and Connections for a Two-

Dimensional Structure

واکنش های هم ارز یک نیرویی با•

جهت و مقدار مجهول

واکنش های هم ارز یک نیرویی •

با جهت و مقدار مجهول و یک 

کوپل با مقدار مجهول

یا لولای بی ( مفصل)پین 

اصطکاک
سطح زبر

تتکیه گاه ثاب
نیرو و کوپل

نیرو با جهت مجهول
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تعادل جسم صلب در دو بعد

برای همه نیروها و ممان های عمل کننده بر یک ساختار •

دوبعدی

Ozyxz MMMMF  00

معادلات تعادل به صورت زیر می باشند•

    000 Ayx MFF

یک نقطه اختیاری در صفحه سازه می Aکه در آن 

باشد

با حل سه معادله بالا نمی توان بیش از سه مجهول را•

حل کرد

ه گرچه با معادله های اضافی نمی توان بیش از سه معادل•

ی مستقل به دست آورد ولی هر یک از آنها را با دیگری م

توان جایگزین کرد
    000 BAx MMF
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واکنش های نامعین استاتیکی

تعداد مجهولات بیشتر از•

معادله ها
تعداد مجهولها از تعداد •

مقید . معادلات کمتر است

ناقص

تعداد مجهولات و معادلات •

مساوی می باشد اما قید نامناسب

است
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Sample Problem 4.1

وزنهکیلوگرم،1000جرمبهساکنی،جرثقیل
سطتوجرثقیل.بردمیبالاراکیلوگرمی2400
درBایگهوارهگاهتکیهوAمفصلیگاهتکیه

ثقلمرکز.داردقرارشدهدادهنشانوضعیت
هایواکنشهایمولفه.باشدمیGدرجرثقیل

AوBبیابیدرا

SOLUTION:

• ایجاد نمودار جسم آزاد جرثقیل

توسط حل معادله با جمع ممان ها همه Bتعیین •

. Aنیروها حول 

توسط حل معادلات جمع Aتعیین واکنش ها در •

همه مولفه های نیروی اافقی و همه مولفه های 

نیروی عمودی

وارسی، اگر مجموع لنگرهای تمام نیروهای •

مقادیر . صفر باشدBخارجی نسبت به نقطه 

واکنش های بدست آمده صحت دارد



© 2007 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 

Vector Mechanics for Engineers: Statics

E
ig

h
th

E
d

itio
n

4 - 97

Sample Problem 4.1

کشیدن دیاگرام آزاد•

چک کردن مقادیر بدست آمده•

توسط حل معادله با جمع ممان ها همه نیروها Bتعیین •

.  Aحول 

   

  0m6kN5.23

m2kN81.9m5.1:0



  BM A

kN1.107B

توسط حل معادلات جمع همه Aتعیین واکنش ها در •

مولفه های نیروی اافقی و همه مولفه های نیروی عمودی

0:0  BAF xx

kN1.107xA

0kN5.23kN81.9:0  yy AF

kN 3.33yA
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Sample Problem 4.2

درجه25زاویهعمودباکهسطحیرویگارییک
آنباروگاریکلوزن.استسکونحالتدردارد

5500lb30فاصلهبهآناثرنقطهوin.وسطحاز
هبکهکابلیباگاری.استمحوردوبینوسطدر

شدهداشتهنگهداردقرارسطحاز.24inفاصله
راچرخزوجهردرواکنشوکابلکشش.است
بیابید

SOLUTION:

نمودار جسم آزاد جسم را ترسیم می کنیم•

ی تعیین واکنش ها در چرخ ها با حل معادلات برا•

جمع ممانها حول نقطه بالای هر چرخ

ولفه تعیین کشش کابل با حل معادله برای جمع م•

های نیرو موازی با گاری

وارسی نتایج•
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Sample Problem 4.2

کشیدن دیاگرام آزاد•

 

 

lb 2320

25sinlb 5500

lb 4980

25coslb 5500













y

x

W

W

تعیین عکس العمل ها در چرخ ها•

   

  00in.5                          

in.6lb 9804in.25lb 2320:0

2 



R

M A

lb 17582 R

   

  00in.5                          

in.6lb 9804in.25lb 2320:0

1 



R

M B

lb 5621 R

تعیین کشش کابل•

0Tlb 4980:0  xF

lb 4980T
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Sample Problem 4.3

ساختمانسقفازقسمتیشکل،مطابققابی،
کابلکششاگر.کندمیتحملراکوچکی

150kN،ثابتگاهتکیهدرراواکنشباشدE

بیابید

:حل

کشیدن دیاگرام آزاد برای قاب و کابل•

حل سه معادله تعادل برای مولفه های نیروی •
Eواکنش و کوپل در 
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Sample Problem 4.3

لکشیدن دیاگرام آزاد برای قاب و کاب•

حل سه معادله تعادل برای مولفه های نیروی •
Eواکنش و کوپل در 

  0kN150
5.7

5.4
:0  xx EF

kN 0.90xE

    0kN150
5.7

6
kN204:0  yy EF

kN 200yE

  :0EM    

   

  0m5.4kN150
5.7

6

m8.1kN20m6.3kN20

m4.5kN20m7.2kN20







EM

mkN0.180 EM
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تعادل یک جسم دو نیرویی

F2و F1بررسی یک نبشی تحت اثر دو نیروی •

باید برابر با Aبرای تعادل استاتیکی، جمع ممان ها حول نقطه •

، خط و به این دلیل. باید برابر با صفر باشدF2ممان . صفر باشد

بگذردAباید از F2اثر 

عبور کند تا جمع ممانها Bبه طور مشابه، خط اثر نیز باید از •

. برابر صفر شودBحول 

رد که جسم دو نیرویی را به عنوان جسم صلبی می توان تعریف ک•

در این صورت، . نیروها فقط در دونقطه آن اثر می کنند

دارای خط اثر یکسان، مقدار یکسان و با F2و F1برایندهای 

سوی مخالفند
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تعادل جسم سه نیرویی

جسم جسم صلبی که تحت تاثیر سه نیروست یا به عبارت کلی،•

صلبی که نیروها فقط در سه نقطه آن اثر می کنند 

حول نقطه F2و F1فرض کنید خط اثرشان متقاطع باشد ممان •

نشان داده شده است برابر با صفر می باشدDتقاطع که توسط 

و F1, F2زمانی که جسم صلب در حال تعادل باشد، جمع ممانهای •

F3د که این دنبال می کن. حول هر محوری باید برابر با صفر باشد

Dباید از F3نیز صفر است و خط اثر Dنسبت به F3نیروی 

بگذرد

ط می اگر خطوط اثر متقاطع نباشند فق. این سه خط اثر متقاطعند•

.توانند موازی باشند



© 2007 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 

Vector Mechanics for Engineers: Statics

E
ig

h
th

E
d

itio
n

4 - 104

Sample Problem 4.4

بهوکیلوگرم10جرمبهآهنیتیرمردی
شکش.بردمیبالاطنابیبارامتر4طول

TدرراواکنشوطنابAبیابید

SOLUTION:

تیر آهن یک جسم سه نیرویی است. نمودار جسم آزاد•

، Wوزن . زیرا تحت تاثیر سه نیروی زیر قرار دارد

.Aزمین در Rوارده از طناب، و واکنش Tنیروی 

یی چون تیر آهن یک جسم سه نیرو. جسم سه نیرویی•

ش است نیروهای وارد بر آن متقاطع هستند لذا، واکن

R از نقطه تلاقی خطوط اثر وزنW و نیروی کشش

T یعنی از نقطه ،Cبا توجه به این . می گذرد

و افق را می توان تعیین Rموضوع، زاویه بین وانش 

.کرد

.نیممثلث نیرو، باید از قانون سینوسها استفاده ک•
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Sample Problem 4.4

کشیدن دیاگرام آزاد•

Rتعیین جهت نیروی عکس العمل •

6.58

 

 

 

636.1
414.1

313.2
tan

m2.313m515.0828.2

m515.020tanm414.1)2545cot(

m414.1

m828.245cosm445cos

2
1











AE

CE

BDBFCE

CDBD

AFAECD

ABAF


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Sample Problem 4.4

Rتعیین مقدار نیروی عکسش العمل •

 38.6sin

N 1.98

110sin4.31sin


RT

N 8.147

N9.81





R

T
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Problem  4.6

45o45o

O
D

C

A

B


توسط چرخ ABCDطناب نیم دایره ای 

Cو Bو رولرهایی در Dکوچکی در 

می . در حال تعادل نگه داشته شده اند
دانیم  = 45o تعیین نیروی عکس

DوB،Cالعمل در 

P
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45o45o

O
D

C

A

B



کشیدن دیاگرام آزاد

P Solving Problems on Your Own

توسط چرخ کوچکی ABCDطناب نیم دایره ای 
در حال تعادل نگه Cو Bو رولرهایی در Dدر 

می دانیم . داشته شده اند = 45o تعیین نیروی

DوB،Cعکس العمل در 

Problem  4.6
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45o45o

O
D

C

A

B



نوشتن معادلات تعادل و بدست آوردن مجهولات-2

For two-dimensional structure the three equations might be:

SFx = 0     SFy = 0      SMO = 0

where O is an arbitrary point in the plane of the structure

or SFx = 0     SMA = 0    SMB = 0

where point B is such that line AB is not parallel to the y axis

or SMA = 0    SMB = 0    SMC = 0

where the points A, B , and C do not lie in a straight line.

P

چرختوسطABCDایدایرهنیمطناب
درCوBدررولرهاییوDدرکوچکی

مدانیمی.اندشدهداشتهنگهتعادلحال
 = 45oردالعملعکسنیرویتعیین

B،CوD
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45o45o

O
D

C

A

B



Problem  4.6 Solution

کشیدن دیاگرام آزاد جسم

45o45o

O
D

C

A

B

P sin

P cos

D

C

R

B

C/   2

C/   2
B/   2

B/   2

P

P
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Problem  4.6 Solution

45o45o

O
D

C

A

B

P sin

P cos

D

C

R

B

C/   2

C/   2
B/   2

B/   2

نوشتن سه معادله تعادل

+   S MO = 0:   (P sin) R _ D (R) = 0      D = P sin                1

+ S Fx = 0:     P cos + B/ 2  _ C /   2 = 0                              (2)

+ S Fy = 0:     _P sin + B/ 2 + C /   2 _ P sin = 0              

_2P sin + B/ 2 + C /   2 = 0                           (3)

P
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Problem  4.6 Solution

45o45o

O
D

C

A

B

P sin

P cos

D

C

R

B

C/   2

C/   2
B/   2

B/   2

(2) + (3)         P (cos _ 2sin) + 2 B /   2 = 0         

B =        (2sin _ cos) P                  (4)

(2) _ (3)          P(cos + 2sin) _ 2 C /   2 = 0

C =        (2sin + cos) P                  (5)

2

2

2

2

P
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Problem  4.6 Solution

45o45o

O
D

C

A

B

P sin

P cos

D

C

R

B

C/   2

C/   2
B/   2

B/   2

For   = 45o

sin = cos = 1/   2

EQ. (4) :     B =        (         _ ) P =     P ;      B =      P 45o

EQ. (5) :    C =        (         _ ) P =     P ;       C =      P 45o

EQ. (1) :    D =   P/   2                                          D = P/ 2

3
2

P

2

2 2

2 2

1

2

2 2

2 2

1 3
2

1
2

1
2
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

4 in4 in

2 in

3 in

3 in

A B

40 lb20 lb

C
D

E

Problem  4.7

شکل نشان داده شده در شکل زیر  Tنبشی 

و Cو دو پایه در Eتوسط یک چرخ کوچک 

Dاگر اثر اصطکاک را در. ساپرت می شود

را Eو C ،Dنظر نگیریم، واکنش در نقاط 

زمانی که  = 30oبدست آورید.
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کشیدن دیاگرام آزاد



4 in4 in

2 in

3 in

3 in

A B

40 lb20 lb

C
D

E

شکل نشان داده شده در شکل زیر  Tنبشی 

و Cو دو پایه در Eتوسط یک چرخ کوچک 

Dاگر اثر اصطکاک را در. ساپرت می شود

را Eو C ،Dنظر نگیریم، واکنش در نقاط 

زمانی که  = 30oبدست آورید.
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نوشتن معادلات تعادل-2

For two-dimensional structure the three equations might be:

SFx = 0     SFy = 0      SMO = 0

where O is an arbitrary point in the plane of the structure

or SFx = 0     SMA = 0    SMB = 0

where point B is such that line AB is not parallel to the y axis

or SMA = 0    SMB = 0    SMC = 0

where the points A, B , and C do not lie in a straight line.



4 in4 in

2 in

3 in

3 in

A B

40 lb20 lb

C
D

E

شکل نشان داده شده در شکل زیر  Tنبشی 

و Cو دو پایه در Eتوسط یک چرخ کوچک 

Dاگر اثر اصطکاک را در. ساپرت می شود

را Eو C ،Dنظر نگیریم، واکنش در نقاط 

زمانی که  = 30oبدست آورید.
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

4 in4 in

2 in

3 in

3 in

A B

40 lb20 lb

C
D

E

4 in4 in

A

40 lb20 lb

C
2 in

3 in

3 in

B

D

E
E

C

D

30o

کشیدن دیاگرام آزاد

Problem  4.7 Solution
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4 in4 in

A

C

40 lb20 lb

C
2 in

3 in

3 in

B

D

E
E

D

30o

نوشتن معادلات تعادل

    S Fy = 0:     E cos 30o _ 20 _ 40 = 0              

E =                  = 69.28 lb

E = 69.3 lb                60o

60 lb

cos 30o

Problem  4.7 Solution
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4 in4 in

A

C

40 lb20 lb

C
2 in

3 in

3 in

B

D

E
E

D

30o    S MD  = 0:

( 20 lb)( 4 in) _ ( 40 lb)( 4 in) _ C ( 3 in) + E sin 30o ( 3 in) = 0

_ 80 _ 3C + 69.28 ( 0.5 )( 3 ) = 0

C = 7.974 lb         C = 7.97 lb

Problem  4.7 Solution
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Problem  4.7 Solution4 in4 in

A

C

40 lb20 lb

C
2 in

3 in

3 in

B

D

E
E

D

30o

+ S Fx= 0:

E sin 30o + C _ D = 0              

( 69.28 lb )( 0.5 ) + 7.974 lb _ D = 0

D = 42.6 lb 
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A

B

C

a

20 in

10 in60 lb

Problem  4.9

و یک Aتوسط یک پین در نقطه ACمیله 

در حالت سکون قرار گرفته Bمیخ در نقطه 

اثر اصطکاک را نادیده گرفته و . است

a=8inرا زمانی که Bو Aواکنش در ( الف

که در آن واکنش aمقدار ( باشد تعیین کنید ب

را Bو Aافقی و مقدار واکنش در Aدر 

.بدست آورید
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A

B

C

a

20 in

10 in60 lb

کشیدن دیاگرام آزاد جسم

Solving Problems on Your Own

Problem  4.9

و یک Aتوسط یک پین در نقطه ACمیله 

در حالت سکون قرار گرفته Bمیخ در نقطه 

اثر اصطکاک را نادیده گرفته و . است

a=8inرا زمانی که Bو Aواکنش در ( الف

که در آن واکنش aمقدار ( باشد تعیین کنید ب

را Bو Aافقی و مقدار واکنش در Aدر 

.بدست آورید
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A

B

C

a

20 in

10 in60 lb

2. For a three-force body, solution can be obtained by
constructing a force triangle. The resultants of the three forces

must be concurrent or parallel.  To solve a problem involving a

three-force body with concurrent forces, draw the free-body

diagram showing that the three forces pass through the same

point.  Complete the solution by using a force triangle.

Solving Problems on Your Own

Problem  4.9

یکوAنقطهدرپینیکتوسطACمیله

گرفتهقرارسکونحالتدرBنقطهدرمیخ

وگرفتهنادیدهرااصطکاکاثر.است

a=8inکهزمانیراBوAدرواکنش(الف

واکنشآندرکهaمقدار(بکنیدتعیینباشد

راBوAدرواکنشمقداروافقیAدر

.آوریدبدست
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Problem  4.9 Solution

Draw a free-body diagram
of the body.

A

B

C

a

20 in

10 in60 lb

C

10 in60 lb

A
g



8 in

12 inB
B

A

2

1

G

D

F E

10 in

(a)   a = 8 in

tan  =

 = 26.57o

1
2
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C

10 in60 lb

A
g



8 in

12 inB
B

A

2

1

G

D

F E

10 in

3 - FORCE BODY

Reaction at A passes through D

where B and 60-lb load intersect

AE =       EB =       (8) = 4 in.

EF = BG = 10 _ 4 = 6 in

DG =      BG =      (6) = 3 in.

FD = FG _ DG = 8 _ 3 = 5 in.

Tan g =          =       ;       g = 26.57o

1
2

1
2

1
2

1
2

FD
AF

5
10

Construct a force triangle.

Problem  4.9 Solution
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C

10 in60 lb

A
g



8 in

12 inB
B

A

2

1

G

D

F E

10 in

FORCE TRIANGLE

60 lb

30 lb

30 lb

 = 26.57o

 = 26.57o

A

B

A = B =                     = 67.08 lb

A = 67.1 lb           26.6o

B = 67.1 lb           26.6o

sin 26.57o
30 lb

Problem  4.9 Solution
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A

B

C

a

20 in

10 in60 lb

Draw a free-body diagram
of the body.

(b)   For A horizontal

C

60 lb

A



B
B

A

2

1

G

F

10 in

a

 = 26.57o




Problem  4.9 Solution
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C

60 lb

A



B
B

A

2

1

G

F

10 in

a

 = 26.57o




Problem  4.9 Solution

Construct a force triangle.

D ABF :   BF = AF cos 

D BFG :   FG = BF sin 

a = FG = AF cos  sin 

a = (10 in.) cos 26.57o sin 26.57o

a = 4.00 in.
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C

60 lb

A



B
B

A

2

1

G

F

10 in

a

 = 26.57o




Problem  4.9 Solution

FORCE TRIANGLE

60 lb

A

B

 = 26.57o

A =             = 120 lb              A = 120.0 lb

B =             = 134.16 lb         B = 134.2 lb            26.6o

tan 

60 lb

sin 

60 lb
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Contents

Introduction

Internal Forces in Members

Sample Problem 7.1

Various Types of Beam Loading and 

Support

Shear and Bending Moment in a 

Beam

Sample Problem 7.2

Sample Problem 7.3

Relations Among Load, Shear, and 

Bending Moment

Sample Problem 7.4

Sample Problem 7.5

Cables With Concentrated Loads

Cables With Distributed Loads

Parabolic Cable

Sample Problem 7.6

Catenary
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Introduction

دو موضوع را در فصول قبل مورد بررسی قرار دادیم•

تعیین نیروهای خارجی وارد بر یک سازه( الف•

تعیین نیروهای بین عضوهای مختلف یک سازه( ب•

ت های بین قسم( مانند کشش یا فشار، برش و خمش ) در این فصل نیروهای داخلی •

مختلف یک عضو را بیابیم

در این فصل، عمدتا نیروهای داخلی در دو سازه مهم مهندسی زیر را تحلیل می•

:کنیم

ی تیرها، که معمولا عضوهای بلند و منشوری هستند و برای تحمل بارها( الف

وارده در نقاط مختلف طول عضو طراحی می شوند

اومت کابل ها، که عضوهای انعطاف پذیری هستند و فقط در برابر کشش مق( ب

ل ها از کاب. می کنند و برای تحمل بارهای متمرکز یا توزیعی طراحی می شوند

اده در اغلب کاربردهای مهندسی، مانند پل های معلق و خطوط انتقال نیرو، استف

می شود



© 2007 The McGraw-Hill Companies, Inc. All rights reserved. 

Vector Mechanics for Engineers: Statics

E
ig

h
th

E
d

itio
n

7- 133

نیروهای داخلی در عضوها
در تعادل هستند تحت ABعضو مستقیم دو نیرویی •

F-و Fاعمال دو نیروی 

مورد نیاز است F–و Fنیروهای داخلی هم ارز با •

CBو ACبرای تعادل در جسم آزاد 

تحت اثر کابل و ABCDعضو چند نیرویی •

نیروهای تماسی عضو در تعادل می باشند

ه نیروهای داخلی هم ارز یک سیستم کوپل نیرو ک•

ضروری می ABCJو JDبرای تعادل نمودار آزاد 

باشد

نیز نیروهای داخلی در یک عضو دو نیرویی مستقیم•

کوپل هم ارزند-با یک سیستم نیرو
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Sample Problem 5.1

در قاب نشان داده شده، مطلوبست نیروهای 

، Jدر نقطه ACFدر عضو ( الف: داخلی

Kدر نقطه BCDدر عضو ( ب

SOLUTION:

محاسبه نیروها وواکنش ها در اتصالات•

Jرا در نقطه ACFعضو : Jنیروی داخلی در •

. مقطع می کنیم و دو قسمت حاصل را نشان می دهی

کوپل هم-را با سیستم نیروJنیروهای داخلی در 

AJبا در نظر گرفتن جسم آزاد . ارز نشان می دهیم

.Kنیروهای داخلی در •
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Sample Problem 5.1

:0 yF

0N1800N2400  yE NE y 600

:0 xF 0xE

SOLUTION:

محاسبه نیروها وواکنش ها در اتصالات•

:0 EM

     0m8.4m6.3N2400  F N1800F

بررسی کل قاب به عنوان نمودار آزاد
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Sample Problem 5.1

توسط دیاگرام آزادBCDبررسی عضو 

:0 BM

     0m4.2m6.3N2400  yC N3600yC

:0 CM

     0m4.2m2.1N2400  yB N1200yB

:0 xF 0 xx CB

ABEبررسی نمودار آزاد 

:0 AM   0m7.2 xB 0xB

  :0xF 0 xx AB 0xA

  :0yF 0N600  yy BA N1800yA

BCDاز عضو 

:0 xF 0 xx CB 0xC
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Sample Problem 5.1
قطع می کنیم و Jرا در نقطه ACFعضو : Jنیروی داخلی در •

را با Jنیروهای داخلی در . دو قسمت حاصل را نشان می دهیم

ن جسم با در نظر گرفت. کوپل هم ارز نشان می دهیم-سیستم نیرو

AJآزاد 

AJبررسی نمودار آزاد 

:0 JM

   0m2.1N1800  M mN2160 M

:0 xF

  07.41cosN1800 F N1344F

:0 yF

  07.41sinN1800 V N1197V
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Sample Problem 5.1

ادل تعیین یک سیستم کوپل نیروی مع. Kدر BCDقطع عضو •

Kبا نیروهای داخلی در 

BKبررسی دیاگرام آزاد 

:0 KM

   0m5.1N1200  M mN1800 M

:0 xF 0F

:0 yF

0N1200  V N1200V
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انواع مختلف بارگذاری و تکیه گاه

ده یک عضو ساختمانی است که برای تحمل بارهای وار: تیر•

در نقاط مختلف طول خود طراحی می شود

:طراحی تیر دارای دو پروسه می باشد•

تعیین نیروهای برشی و ممانهای خمشی که توسط 1)

.نیروهای اعمالی بوجود می آید

انتخاب بهترین مقطع عرضی برای مقاومت در برابر 2)

نیروهای برشی و لنگرهای خمشی 

ترده تیر می تواند تحت بارهای متمرکز یا تحت بارهای گس•

.یا ترکیبی از هر دو باشد( توزیعی)
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انواع مختلف بارگذاری و تکیه گاه

.تیرها بر حسب نوع تکیه گاهشان دسته بندی می شوند•

سه تکیه گاههایی که فقط سه مجهول دارند معین اند و اگر بیش از•

مجهول داشته باشند  نامعین استاتیکی هستند

سادهتیر با تکیه گاه تیر سرآویز ارتیر یک سر گیرد

تیر دو سر گیردار
ار تیر یک سر گیرد

گاه و یک سر با تکیه

ساده

تیر پیوسته

ن تیر معی

یاستاتیک

تیر 

نامعین 

یاستاتیک
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برش و لنگر خمشی در تیر

می خواهیم ممان خمشی و نیروی برشی در هر •

نقطه از یک تیر تحت اثر نیروهای ساده و 

گسترده را بیابیم

ر نظر تعیین عکس العملها در تکیه گاهها توسط د•

گرفتن کل تیر به عنوان  جسم آزاد

و کشیدن دیاگرام جسم آزاد Cبرش تیر در نقطه •

با توجه به تعریف، جهت های . CBو ACبرای 

انند کوپل داخلی م-مثبت برای سیستم های نیرو

شکل زیر می باشد

را  ’Vو ’Mیا Vو Mازبررسی های تعادلی، •

.  تعیین می کنیم
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نمودارهای برش و لنگر خمشی

ل تغییرات ممان خمشی و برشی در طو•

.تیر ممکن است ترسیم شود

تعیین عکس العمل ها در تکیه گاهها•

و بررسی عضو Cبرش تیر در نقطه •

AC

22 PxMPV 

EBو بررسی عضو Eبرش تیر در •

  22 xLPMPV 

حت گفتنی است که وقتی تیری فقط ت•

ن تاثیر بارهای متمرکز هست، برش بی

ر این بارها دارای مقدار ثابت است و لنگ

خمشی بین این بارها به طور خطی 

تغییر می کند 
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Sample Problem 5.2

نمودارهای برش و لنگر خمشی را برای تیر و

بارگذاری نشان داده شده رسم کنید

SOLUTION:

جسم آزاد تمام تیر•

برش و لنگر خمشی•

ترسیم دیاگرام•
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Sample Problem 5.2
SOLUTION:

جسم آزاد تمام تیر•

برش و لنگر خمشی•

  :0yF 0kN20 1  V kN201 V

:02 M    0m0kN20 1  M 01 M

mkN50kN26

mkN50kN26

mkN50kN26

mkN50kN26

66

55

44

33









MV

MV

MV

MV

,به طور مشابه
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Sample Problem 5.2

• رسم دیاگرام

توجه کنید که برش مقدار ثابت بین بارهای

متمرکز می باشد و ممان خمشی به صورت 

خطی تغییر می کند
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Sample Problem 5.3

.  را رسم کنیدABنمودارهای برش و خمش تیر 

از تیر، از in 12در طول 40lb/inبار گسترده 

A تاC 400و بار lb درEوارد شده است.

SOLUTION:

بخش تعیین سیستمهای کوپل نیرو داخلی هم ارز در•

AC ،CD ،DBهای 

:

جسم آزاد تمام تیر•

ترسیم دیاگرام•
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Sample Problem 5.3

SOLUTION:

جسم آزاد تمام تیر•

:0 AM

        0in.22lb400in.6lb480in.32 yB

lb365yB

:0 BM

        0in.32in.10lb400in.26lb480  A

lb515A

:0 xF 0xB

• Note:  The 400 lb load at E may be replaced by a 

400 lb force and 1600 lb-in. couple at D.
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Sample Problem 5.3

:01 M   040515
2
1  Mxxx

220515 xxM 

:02 M   06480515  Mxx

  in.lb 352880  xM

From C to D:

  :0yF 0480515  V

lb 35V

، ACتعیین سیستمهای کوپل نیرو داخلی هم ارز در بخش های •

CD ،DB

From A to C:

  :0yF 040515  Vx

xV 40515 
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Sample Problem 5.3

:02 M

    01840016006480515  Mxxx

  in.lb 365680,11  xM

ای تعیین سیستمهای کوپل نیرو داخلی هم ارز در بخش ه•

AC ،CD ،DB

From D to B:

  :0yF 0400480515  V

lb 365V
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Sample Problem 5.3

رسم دیاگرام•

From A to C:

xV 40515 

220515 xxM 

From C to D:

lb 35V

  in.lb 352880  xM

From D to B:

lb 365V

  in.lb 365680,11  xM
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روابط میان بار، برش و لنگر خمشی

رابطه بین نیرو و برش•

 

w
x

V

dx

dV

xwVVV

x


D

D


DD

D 0
lim

0

 curve loadunder  area 
D

C

x

x
CD dxwVV

رابطه بین برش و ممان خمشی•

 

  VxwV
x

M

dx

dM

x
xwxVMMM

xx
D

D

D



D

DDD

DD 2
1

00
limlim

0
2

 curveshear under  area 
D

C

x

x
CD dxVMM
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روابط میان بار، برش و لنگر خمشی

• Reactions at supports,
2

wL
RR BA 

• Shear curve,











 

x
L

wwx
wL

wxVV

wxdxwVV

A

x

A

22

0

• Moment curve,

 



























0at  
8

22

2

max

2

0

0

V
dx

dM
M

wL
M

xxL
w

dxx
L

wM

VdxMM

x

x

A
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Sample Problem 5.4

Draw the shear and bending-

moment diagrams for the beam 

and loading shown.

SOLUTION:

• Taking entire beam as a free-body, determine 

reactions at supports.

• With uniform loading between D and E, the 

shear variation  is linear.

• Between concentrated load application 

points,                              and shear is 

constant.

0 wdxdV

• Between concentrated load application 

points,                                        The change 

in moment between load application points is 

equal to area under shear curve between 

points.

.constant VdxdM

• With a linear shear variation between D
and E, the bending moment diagram is a 

parabola.
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Sample Problem 5.4

• Between concentrated load application points,                              

and shear is constant.0 wdxdV

• With uniform loading between D and E, the shear 

variation  is linear.

SOLUTION:

• Taking entire beam as a free-body, 

determine reactions at supports.

  :0AM

       

   0ft 82kips 12

ft 14kips 12ft 6kips 20ft 24



D

kips 26D

:0 yF

0kips 12kips 26kips 12kips 20 yA

kips 18yA
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Sample Problem 5.4

• Between concentrated load application 

points,                                        The change 

in moment between load application points is 

equal to area under the shear curve between 

points.

.constant VdxdM

• With a linear shear variation between D
and E, the bending moment diagram is a 

parabola.

048

ftkip 48140

ftkip 9216

ftkip 108108









EDE

DCD

CBC

BAB

MMM

MMM

MMM

MMM



156

Problem 5.13

For the beam and loading shown, 

(a) draw the shear and bending-

moment diagrams, (b) determine 

the magnitude and location of the 

maximum absolute value of the 

bending moment.

4 ft 6 ft

6000 lb

1500 lb/ft

A B
C
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Solving Problems on Your Own

1. Draw a free-body diagram for the entire beam, and use it to 

determine the reactions at the beam supports.

2. Draw the shear diagram.

3. Draw the bending-moment diagram by computing the area 
under each portion of the shear curve.

For the beam and loading shown, 

(a) draw the shear and bending-

moment diagrams, (b) determine 

the magnitude and location of the 

maximum absolute value of the 

bending moment.

4 ft 6 ft

6000 lb

1500 lb/ft

A B
C

Problem 7.163
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+

Problem 7.163 Solution

4 ft 6 ft 6 kips

9 kips

A B

C

Draw a free-body diagram for 
the entire beam, and use it to 

determine the reactions at the 

beam supports.

3 ft

S MA = 0 :   (6 kips)(10 ft) - (9 kips)(7 ft) + B (4 ft) = 0

B = 0.75 kips 

S Fy = 0 :   A + 0.75 kips + 6 kips - 9 kips = 0       

A = 2.25 kips 

+
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6 kips

1.5 kips/ft

A B C

2.25 kips 0.75 kips

4 ft 6 ft

Draw the shear diagram.

x
+ 2.25 kip

+ 3 kip

- 6 kip

A B C

D

2 ft 4 ft

V (kips)

BD =        =
VB

w
3 kips

1.5 kips/ft

Problem 7.163 Solution
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6 kips

1.5 kips/ft

A B C

2.25 kips 0.75 kips

4 ft 6 ft

Draw the bending-moment diagram.

x
+ 2.25 kip

+ 3 kip

- 6 kip

A B C

D

2 ft 4 ft

V (kips)

BD =        =
VB

w
3 kips

1.5 kips/ft

x
A B CD

M (kip-ft)

(+9 kip-ft)

(3 kips)(2 ft) = (+3 kip-ft)
1

2

(- 12 kip-ft)

(+9 kip-ft)
(+12 kip-ft) Mmax = 12 kip-ft

Problem 7.163 Solution

6 ft from A
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Introduction

.  دزمین به هر ذره تشکیل دهنده یک جسم یک نیروی گرانش اعمال می کن•

ن شود این نیروها می تواند توسط یک تک نیروی معادل با وزن جسم جایگزی

.جسم وارد شودمرکز گرانش و به 

مان مفهوم اولین م. مرکز یک سطح مشابه با مرکز جرم یک جسم می باشد•

.یک سطح در مرکز جرم استفاده می شود

ز محاسبه مساحت یک سطح دوار یا حجم یک جسم دوار با تعیین مرک•

جرم خط یا مساحتی که برای تولید آن سطح یا جسم دوار به کار می

(گولدینوس-قضایای پاپوس)رود ارتباط مستقیم دارد 
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مرکز ثقل جسم دو بعدی

مرکز ثقل یک ورق•











D



D

dWy

WyWyM

dWx

WxWxM

y

y

مرکز ثقل یک سیم•
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Centroids and First Moments of Areas and Lines

   

x

QdAyAy

y

QdAxAx

dAtxAtx

dWxWx

x

y

 respect toh moment witfirst  

 respect toh moment witfirst  





















gg

یک سطح( مرکزوار)مرکز جرم •

   

















dLyLy

dLxLx

dLaxLax

dWxWx

gg

یک خط( مرکزوار)مرکز جرم •
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Centroids of Common Shapes of Areas

سطح 

مثلثی

سطح ربع و 

نیم دایره

سطح ربع و 

نیم بیضی

سطح ربع و 

نیم سهموی

سهمی درجه 

دوم کلی

سهمی درجه 

nام کلی

قطاع دایره
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Centroids of Common Shapes of Lines

ربع دلیره

نیم دایره

کمان دایره ای
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Composite Plates and Areas

ورق های مرکب•









WyWY

WxWX

سطوح مرکب•









AyAY

AxAX
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Sample Problem 7.1

(  برای سطوح نشان داده شده مطلوبست الف

(  بyو xممان های اول نسبت به محورهای 

مکان مرکزوار

SOLUTION:

این سطح را از مجموع یک مستطیل، یک مثلث، و•

ت یک نیم دایره و تفریق یک دایره می توان بدس

آورد
• ممان های اول این سطوح نسبت به محورهای 

مختصات را محاسبه می کنیم
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Sample Problem 7.1

33

33

mm107.757

mm102.506





y

x

Q

Q•این سطح را از مجموع یک : ممان های اول سطح مرکب

ره می مستطیل، یک مثلث، و یک نیم دایره و تفریق یک دای

توان بدست آورد
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Sample Problem 7.1

23

33

mm1013.828

mm107.757









A

Ax
X

mm 8.54X

23

33

mm1013.828

mm102.506









A

Ay
Y

mm 6.36Y

مکان مرکزوار•
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گلدینوس-تئوری پاپوس

سطح دوار سطحی است که از دوران یک منحنی صفحه ای •

حول یک محور ثابت به وجود می آید

مساحت یک سطح دوار برابر است با طول •

منحنی مولد، ضرب در فاصله ای که مرکزوار

منحنی ضمن ایجاد این سطح طی می کند

LyA 2
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Theorems of Pappus-Guldinus

جسم دوار جسمی است که از دوران یک سطح مستوی حول •

یک محور ثابت به وجود می آید

حجم یک جسم دوار برابر است با مساحت •

مولد، ضرب در فاصله ای که مرکزوار سطح 

در ضمن ایجاد جسم طی می کند

AyV 2
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y

x

20 mm 30 mm

Problem 7.6

36 mm

24 mm

Locate the centroid of the plane

area shown.
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Solving Problems on Your Own

Several points should be emphasized 

when solving these types of problems.

Locate the centroid of the plane area 

shown.

y

x

20 mm 30 mm

36 mm

24 mm

1. Decide how  to construct the given area from common shapes.

2. It is strongly recommended that you construct a table 
containing areas or length and the respective coordinates of 
the centroids.

3. When possible, use symmetry to help locate the centroid.

Problem 7.6
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Problem 7.6 Solutiony

x

24 + 12

20 + 10

10

30

Decide how  to construct the given 
area from common shapes.

C1

C2

Dimensions in mm



178

Problem 7.6 Solutiony

x

24 + 12

20 + 10

10

30

C1

C2

Dimensions in mm

Construct a table containing areas and 
respective coordinates of  the 
centroids.

A, mm2  x, mm      y, mm      xA, mm3       yA, mm3

1   20 x 60 =1200                 10           30            12,000       36,000

2   (1/2) x 30 x 36 =540       30           36            16,200       19,440

S 1740                                                     28,200        55,440
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Problem 7.6 Solutiony

x

24 + 12

20 + 10

10

30

C1

C2

Dimensions in mm

XS A = S xA

X (1740) = 28,200

Then

or X = 16.21 mm

and YS A = S yA

Y (1740) = 55,440

or Y = 31.9 mm

A, mm2  x, mm      y, mm      xA, mm3       yA, mm3

1   20 x 60 =1200                 10           30            12,000       36,000

2   (1/2) x 30 x 36 =540       30           36            16,200       19,440

S 1740                                                     28,200        55,440
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Problem 7.7

The beam AB supports two 

concentrated loads and 

rests on soil which exerts a 

linearly distributed upward 

load as shown. Determine 

(a) the distance a for which 

wA = 20 kN/m, (b) the 

corresponding value wB.

wA wB

A B

a 0.3 m24 kN 30 kN

1.8 m


