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  ارتعاش دستگاه تک درجه
  :اجزاء دستگاه تکدرجه
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         FS=Spring Force:یا نیروي برگرداننده  ) فنر(نیروي سازه 

    FD=Damping Force)  :استهلاك(نیروي میرایی 
  :در حالت کلی

xmFF)t(P      :قانون دوم نیوتن   DS &&=−−  
  ):اعم از اینکه دستگاه خطی باشد یا غیر خطی(کت دستگاه تک درجه معادلۀ کلی حر

    )1         ()t(PFFxm SD =++&& 

  :در مورد دستگاه خطی داریم
x.kFS   )2(   :معمولاً در حیطۀ خاصی درست است   =  

x.cFD   )3(   :فرض   &=  
  .یق است و معمولاً براي اغلب سازه ها در یک محدودة خاص درست استقابل تحق) 2(رابطۀ : 1تذکر
  .به راحتی قابل تحقیق و اندازه گیري مستقیم نمی باشد) 3(رابطۀ : 2تذکر

  :داریم 1در رابطۀ  3و  2از جایگزینی 
t(Pkxxcxm(   )4(  )  :با میرایی لزج(معادله دیفرانسیل حرکت دستگاه تکدرجه خطی  =++ &&&  

  
  :ارتعاش ناشی از حرکت پی

در این حالت اگر پی داراي حرکت 
)t(vg باشد، حرکت مطلق سازه  
)t(v′ برابر است با:  

   )5(   )t(v)t(v)t(v g +=′  

m
k

C

P(t)

v'(t)vg(t)

v(t)

 2شکل شمارة 
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  ):اصل دالامبر(در این صورت، معادلۀ حرکت دستگاه نسبت به پی عبارت است از 
   )6(   )t(vm)t(kv)t(vc)t(vm g&&&&& −=++  

  :بدیهی است اگر نیروي خارجی هم وارد شود باید به سمت راست معادله اضافه شود
   )7(   )t(P)t(vm)t(kv)t(vc)t(vm g +−=++ &&&&&  

همچنین می توان معادلۀ حرکت را در 
یک دستگاه مطلق نوشت، در این 

 mصورت نیروهاي وارده به جرم 
  :برابر است با

ن توسط معادلۀ حرکت به عنوان تمری
  .دانشجویان به دست آورده شود

  
  
  
  

  نمونه هایی از دستگاه هاي تکدرجه

  
  

  .از جرم سازه در برابر جرم طبقات صرف نظر شود )1
 .صلبیت جسم بسیار بیشتر از صلبیت سازه است )2

نحوة تبدیل این دستگاهها به دستگاه تکدرجه بعداً بررسی 
  .خواهد شد
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  ارتعاش آزاد دستگاه تکدرجه
سازه در اثر جابجایی یا ضربه  اگر

اولیه به حرکت درآید و ارتعاش 
می  ارتعاش آزادکند این حرکت را 

  .خوانیم
حرکت دسنگاه ممکن است به دو 

  :حالت زیر باشد
  )نا میرا(بدون میرایی  -1
 )میرا(با میرایی  -2

معادلۀ ارتعاش آزاد دستگاه تکدرجۀ 
  :عبارت است از) خطی(

0kxxcxm0P(t) =++⇒= &&&    )8(     

  :پاسخ کلی این معادله دیفرانسیل عبارت است از
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  حالت نامیرا
  

  
  .نیز پاسخ معادله دیفرانسیل فوق خواهد بود x2و  x1هر ترکیب خطی دلخواه از 
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  :این رابطه را می توان با اسفاده از قواعد مثلثات بصورت زیر نوشت
( )φωt-cosx=A  

  .حرکت بدست می آینداز شرایط حدي یا شرایط اولیه ) φو  Aیا ( bو  aپارامترهاي 
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  :قضیۀ مثلثاتی
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22 :است با دامنۀ) سینوسی(ملاحظه می شود که ارتعاش آزاد دستگاه از نوع هماهنگ 
0 )

w
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(x + 
خواهد بود و این حرکت بصورت  x0ۀ حرکت برابر با چنانچه سرعت اولیۀ دستگاه صفر باشد، دامن
عملاً در طبیعت چنین حرکتی وجود ندارد و انرژي اولیۀ . دائمی تا زمان بی انتها ادامه خواهد داشت

از این رو، . دستگاه پس از مدتی از بین رفته و ارتعاش میرا می گردد و از دامنۀ نوسان کاسته می شود
  .ین وضعیت به کار گرفته شده استمیرایی براي توجیه ا ایدة

  
  حالت میرا

با توجه به بحث قبلی چنانچه براي دستگاه یک نیروي اصطکاك درونی قائل شویم که با سرعت متناسب 
  :آنگاه ) میرایی لزج(است
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  :داگر موهومی باش,حقیقی باشد یا موهومی ∆نوع حرکت بستگی به این دارد که

  
  
  

  :اگر
  
  

  
  :آنگاه

  
  

  با یک دامنه میرا شوند. موهومی باشد حرکت از نوع هماهنگ است  ∆می بینیم اگر 
  .خواهد بود)هیپربولیک(جواب از نوع هزلولی .نیز حقیقی است  rحقیقی باشد  ∆اگر

   
  میرایی بحرانی

  
  
  
  
  
  
  
  

  :اگر میرایی را به صورت درصدي از میرایی بحرانی نشان دهیم
  

  درصد میرایی                                                                                                           
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  :به صورت زیر نوشتاکنون معادله حرکت را می توان 
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  :و یا با استفاده از قضیه مثلثاتی پیشین 
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  ملاحظه می شود وقتی            است
  حالت ارتعاش نوسانی با دامنه میرا شونده است

  :ه دامنه ارتعاش برابرست با به طوریک
  
  

بطوریکه مثلا براي سازه فولادي نسبت برابر    .در عمل میرایی سازه ها بسیار کمتر از حد بحرانی است
باید توجه داشت که در این صورت فرکانس هاي میرا و نا میرا تقریبا .است  0.01و حتی کمتر از %  1

  :یکی هستند زیرا 
  

  :ارتعاش در حالت
  این حالت معادله حرکت هذلولی است و نوسانی نمی باشد در

  ):میرایی بحرانی( ζ=1اگر 
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  می بینیم که حرکت نوسانی نیست 
  فقط یکبار به اوج رسیده و میرا میشود

  
  
  
  

  )ش میرایحالت ب(ζ<1حالت 
  
  
  
  
از موارد استفاده این حالت در دستگاه .لاحظه میشود که در این حالت هم ارتعاش نوسانی نمی باشدم

  .است)شتاب نگار (هاي ثبت ارتعاش
  
  

  :تعیین میرایی با استفاده از ارتعاش آزاد
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  هرتز 2.25اب مقابل برابر  در یک آزمایش فرکانس ق:    مثال 
  : بدست آ مده و دامنه ارتعاش آزاد در جدول زیر داده شده است

  
  
  

تغییرات درصد میرایی  براي دورهاي مختلف را  -3سختی قاب    - 2درصد میرایی     -  1:  مطلوبست
  .چگونه توجیه می کنید
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میزان میرایی نیز  در مورد قسمت سوم قاعدتا انتظار می رودبا کاهش دامنه ارتعاش 

  .کم شود
  
  
  

  .با کاهش دامنه ارتعاش میزان میرایی نیز کم می شود
  
  

  :طی براي اندازه گیري خواص دینامیکیروش ارتعاش محی
  

  در این روش تعدادي شتاب سنج روي نقاط مختلف سازه نسب
  می شود و اطلاعات مربوطه توسط یک دستگاه به صورت همزمان 

  به کمک اطلاعات به دست آمده می توان فرکانسهاي.قرائت می شود
  .سازه و مقادیر میرایی نظیر را محاسبه نمود 

  
  

  در زمان  5cmه مقابل از یک جا به جا یی اولیه ساز: مثال
t = 0 اگر حداکثر جابه جایی در هنگام بازگشت.رها می شود  

   t=0.5 secباشد و در زمان  1cmبرابر ) ابتداي دور دوم(
   kسختی جانبی  -ζ   2نسبت میرایی  - 1:  رخ دهد مطلوبست

 C ضریب میرایی  -3                          

  :حل
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  :کوئیز

 ″0.5به اندازه  20kسازه تحت نیروي 

  اولین.جابجا شده و به ناگاه رها می شود
  ″0.3دامنه جابجایی دربازگشت برابر 

  T=0.02sو زمان تناوب این دور برابر 
  وزن سازه،ضریب میرایی و .می باشد

  دامنه حرکت در دور سوم را معیین 
  .نمایید

 
  کوئیز

  :هرتز مطلوب است محاسبه 2کیلوگرم و فرکانس  10در سازه تکدرجه نامیرا با جرم 
  سختی .1
 میرایی بحرانی .2

به سیستم متصل و جابجایی اولیه   Ccثانیه اگر میراگري با میرایی  1دامنه حرکت پس از 
  .میلیمتر به آن اعمال گردد 100

  
  ):سینوسی(پاسخ دستگاه به محرك هماهنگ 

  
  :حالت بدون میرایی□
  
  



  
       

                                              
  جواب عمومی                                                 

  جواب خاص  
  
  
  

  
  
  
  
  

DMF: ضریب تشدید 
 

 x0=v0=0اگر 
 
 
 الت میراح□
  

  :معادله دیفرانسیل حرکت دستگاه تحت محرك هارمونیک
  

  :جواب عمومی از قبل
از  اگر جواب خاص به صورت یک تابع هارمونیک فرض شود

  :نهادن آن در معادله دیفرانسیل حرکت داریم
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  :یبااز متحد ساختن ضر

  
  :با نمایش ساده تري یا
  
  
  
  

   
  حثب
  کانس دستگاه و فرکانس محركفر: انس استپاسخ شامل دو فرک 
  ماناو  گذرا :پاسخ شامل دو بخش است 
  :تحلیل سیگنال تجزیه کنیم شکل زیر بدست می آید چنانچه پاسخ را به کمک دستگاه 
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  شکل اصلاح شود
                                    

  ضریب تشدید یا تابع پاسخ  
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  ف فاز ارتعاش اختلا
tpدیدیم که در هنگام اعمال نیروي  ϖsin0 پاسخ زیر به دست آمد:  
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  :نتیجه
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  :نسبتا کوچک باشد ξاگر 
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  .از دقت خوبی برخوردار است4.0pξکه براي 



  :ورت زیر در می آید معادله ارتعاش به صξ، با مقادیر کوچک β=1براي 
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باشد ، تابع پاسخ فوق به صورت  ξ=0اگر 
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   Half Power (band Width) Methodروش نوار تشدید -3
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  میرایی معادل
  :براي محاسبه انرژي هدر رفته توسط میرایی داریم 
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  جزء کار هدر رفته توسط نیروي میرایی 
 کل کار هدر رفته در یک دور کامل نوسان برابر است با سطح بیضی
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  15/7/86 کوئیز
هرتز قرار میگیرد و  5هرتز تحت نروي هماهنگ با فرکانس  10نس سازه تکدرجه با فرکا
رادیان ثبت شده  1/0اگر تاخیر فاز پاسخ سازه برابر . سانتیمتر میرسد 5دامنه پاسخ پایدار به 

کیلوگرم فرض  100جرم سازه برابر . باشد میزان کار میراشده در یک دور را محاسبه نمایید
  .گردد
  :حل

  روش اول
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  :از رابطه زیر بدست می آید cمقدار . حساب کرد
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  روش دوم

میدانیم در حالت ارتعاش پایدار، در هر دور نوسان سازه کار تلف شده در میراگر با کار انجام شده 
  توسط نیروي خارجی برابر است پس 
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  (Vibration Isolation)                            عایق کردن ارتعاش

زیرین و تکیه گاه در خیلی  نیروي انتقالی از دستگاههاي مکانیکی دوار و نوسانی مانند ژنراتور به شاسی
  . براي کاهش این نیرو میتوان به شکل زیر عمل کرد. از موارد آزار دهنده یا مشکل ساز است
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را ... با فرکانس  P0یک دستگاه مکانیکی دوار یا ضربه اي داشته باشیم که دامنه نیروي متناوب  چنانچه
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  حل معادله دستگاه تحت تحریک هماهنگ با استفاده از توابع مختلط
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  :تعادل نیروها در دستگاه مختصات مختلط
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ملاحظه می شود که کار ناشی از میرایی لزج به فرکانس محرك بستگی دارد یعنی در یک دور بارگذاري، 
  .مقدار آن ثابت نبوده و به سرعت بارگذاري بستگی دارد
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با نسبت میرایی نه قبلاً براي میرایی لزج به صورت زیر تعریف شده بود  ζباید دانست که در اینجا 
  :تفاوت دارد

mC ξω2=   
  راهنمایی براي حل برخی از مسایل دینامیکی 

، یک آزمایش انجام شده  ABبراي بدست آوردن سختی و میرایی ستون  3یکی از مسائل فصل در 
است، بدین ترتیب که این ستون به تنهایی زیر اثر نیروي هماهنگ قرار گرفته است و رابطه نیرو و 

  .جابجایی رسم شده است
  
  
  
  )sin(0 tPP ω=  
  
  
  
  

    
  چگونه می توان این آزمایش را انجام داد؟- 1           
  چه اطلاعاتی را می توان ازنمودار فوق بدست آورد؟-2  
  .و یک جابجایی سنج اندازه گیري می شود (Reference)جابجایی به کمک یک سازه مبنا -  
و بازوي برون محوري مشخص       ω  مقدار نیرو را با کالیبره کردن محرك هماهنگ و داشتن-  
  .می کنیم
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  :اطلاعات بدست آمده-
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  محرك تناوبی
  :هر تابع متناوبی را می توان به شکل سري فوریه نشان داد  
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  :همچنین سري فوریه را می توان به صورت زیر نوشت
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  . معادله حرکت یک دستگاه تکدرجه تحت بارگذاري متناوب زیر را بدست آورید-مثال
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Tاگر از میرایی سازه صرفنظر شود وتناوب بارگذاري برابر
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  )کتاب کلاف( 2.4,1.4-)سري فوریه(4مسائل فصل 

  
 

 



 
 

  پاسخ دستگاه تکدرجه به محرك کلی
  حالت نامیرا .الف

  

  

  

  

 

)اگر نیروي  )τΡ در زمان بسیار کوچکτd ضربه زیر استاثرآن معادل اثر ,اعمال شود .  

                                                                                            ( ) ττ dI Ρ=    

  :طبق قانون نیوتن

                                                                                 ضربه  =تغییر اندازه حرکت 

 ( ) ττ ddmv Ρ=∴            

 در اثر ضربه وارده   mسرعت ایجاد شده در جرم  
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است که dvدر واقع اثر این ضربه روي حرکت دستگاه همانند حرکت یک دستگاه با سرعت اولیه
)چون  .آغاز شده باشد τ=tحرکت از زمان  )tΡ از ( زیادي از این ضربات است بسیارمرکب از تعداد

)حرکت کلی تحت اثر, پس )∞نظرنظري )tΡیعنی, به صورت حاصل جمع حرکات فوق است    :  
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  انتگرال دوهامل

  :   است)Integral nConvolutio(ال حالت خاصی از انتگرال چرخشی این انتگر
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  در حالت میرا.ب
  :به طور مشابه می توان نشان دادکه پاسخ دستگاه در این حالت برابر است با
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ω

τξω dte
m

tx D
t

t

−Ρ= −−∫ sin1

0
 

  
  انتگرال دوهامل به روش عددي حل

  1جلد /کتاب مهندسی زلزله 92تا  87صفحات 

  ص؟/ کتاب کلاف/ روش عددي انتگرال دوهامل توسط دانشجویان مطالعه شود
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برنامه اي براي حل عددي انتگرال دوهامل نوشته وبه کمک آن پاسخ زمانی ::تمرین
  .ز می شودحرکت از سکون آغا.جابجایی سازه زیر را محاسبه نمایید

HZf 10
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=
=ξ  

  

  

  دو هفته:مهلت تحویل

  1. 6مساله  6فصل :تمرین

  

  

  
  :اکنون به تشریح روش عددي حل انتگرال دوهامل میپردازیم

  
  حالت نامیرا

  برابر است با P(t)دیدیم که پاسخ زمانی به محرك 

P(t)
m=10 ton
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  :باید انتگرال زیر را به صورت عددي حل کرد t1ه پس براي تعیین مقدار پاسخ در هر لحظ
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بار  1000ثانیه بدست آوریم باید  01/0ثانیه و در گامهاي زمانی  10اگر بخواهیم پاسخ  را در طول 
در هر بار، باید تابع زیر انتگرال .  انتگرال فوق را بروش عددي حل کنیم

( ) ( ) ( )τωττ τξω −Ρ= −−
1sin)( 1 tey D

t  اشکال این روش این . به گامهاي ریز تقسیم و محاسبه نمودرا
بکار نمی  y(t2)محاسبه شده اند، براحتی براي محاسبه  y(t1)که براي تعیین  τy)(است که مقادیر 

  :براي حل این مشکل میتوان از تکنیک زیر استفاده نمود. آیند
  مثلثاتی زیر به رابطه با توجه

 
  :داریم ده کردن انتگرال دوهاملبراي سا

 
  و یا

 
  که در آن

 
بدین ترتیب انتگرال پیچیده دوهامل به رابطه ساده اي تبدیل شد که براي بدست آوردن آن باید انتگرال 

   .هاي ساده فوق را حل کرد
  تقسیم کنیم داریم τ∆گام  Nاکنون اگر زمان محاسبه را به 

ti = i.∆τ 
  :محاسبه نمود فوقوان مقدار این دو تابع را در گامهاي زمانی براي محاسبه انتگرال میت



  
  :حال از ضرب این دو مقدار داریم

 

 
 

این محاسبه را . محاسبه نمود t=N∆τرا از صفر تا  y(t)باید سطح زیر منحنی  A(t)براي محاسبه 
  :میتوان به روشهاي مختلفی انجام داد

  :جمع ساده

 
  :روش ذوزنقه

 
  :روش سیمسون

 
در نقاط زیر میتوان ضرایب فوق را در این نقاط با استفاده از یکی از  yبدین ترتیب با محاسبه مقدار 

  :روشهاي فوق حساب کرد
t0 = 0, t1=∆τ,  t2=2∆τ,  t3=3∆τ,  …., tN=N∆τ  

  
  :ر است بابراب tNپاسخ زمانی در هر لحظه  نیز بطور مشابه محاسبه خواهند شد وNBمقادیر

  

 
 



 
 

 
 

 
 

 



 
 

 
 

  حالت میرا
  در حالت میرا انتگرال دوهامل برابر است با
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  مشابه قبل، در این حالت با استفاده از بسیط مثلثاتی داریم



 
  

  آشنایی با مفهوم تحلیل دینامیکی در قلمرو فرکانس
ي فوریه آشنا شدیم و دیدیم که هر تابع متناوبی را می توان به صورت سري فوریه قبلا با کاربرد سر

  :نشان داد
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nϕوnΡبا محاسبه مقدار .می باشندو قابل محاسبه اندnωتابعی از nϕوnΡکه مقادیر )تابع  , )tΡ به طور

  از آنجا که.کامل تعریف شده است

                                  ( )ωϕϕ )و                       = )ωΡ=Ρ                

  .نس تعریف شده استدر قلمرو فرکاΡپس تابع

:                                   پاسخ دستگاه تکدرجه به چنین محرکی قبلا بصورت زیربدست آمده است  

                         ( ) ( )nnnnn n tHt ϕϕω ′−−Ρ=Χ ∑∞

=
sin

1     

  اگر .نیز در قلمروفرکانس تعریف شده استΧپس پاسخ 

             )1 (( ) ( ) ( )ωωωρ HΡ=′            ∴     nn HΡ=′ρ  

                     )2(( ) ( ) ( )ωϕωϕωϕ ′+=′′           



در واقع نقش دستگاه دینامیکی در تابع .نحوه عملکرد دینامیکی را به روشنی نشان می دهد) 1(رابطه 
)پاسخ  )ωHجلوه گر می باشد به طوریکه هر محرك( )ωΡ در تابع پاسخ( )ωH ضرب شده
)وپاسخ )ωρ′در حالت کلی داریم.را تشکیل می دهد :  

                                                                                                                                              

( ) ( ) ( )ωωω Ρ⋅=Χ H   

( )ωH=function  response  frequency  

    :نمایش گرافیکی این رابطه در شکل نشان داده شده است

  :یق کالیبره کردننحوه تشخیص ورودي به دستگاه از طر
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  .میز زلزله: مثال
  
  

  تعمیم روش فوریه براي محرك کلی
نشان داد  Tpهر محرك کلی را میتوان مطابق شکل به صورت محرك متناوب با زمان تناوب اختیاري 

در اینصورت عینا میتوان از روابط . است t1رك بطوریکه این زمان تناوب بسیار بزرگتر از زمان اعمال مح
  .قبلی براي تبدیل محرك به سري فوریه استفاده کرد

  
  

  شکل



  
  [Impulsive loads]-پاسخ به تحریک ضربه اي 

 
بارهاي ضربه اي در یک زمان کوتاه اعمال شده پایان میابند و پاسخ سازه نیز زود به مقدار اوج رسیده و 

در .ا در طراحی سیستم هایی چون کامیون خودرو و جرثقیل متحرك کاربرد دارنداین باره.میرا می شود
این نوع بارگذاري میرایی سازه از اهمیت چندانی برخوردار نیست زیرا قبل از انکه میرایی بتواند اثري بر 

  .پاسخ بگذارد پاسخ به اوج میرسد
  

  بر دستگاه نامیرا) سینوسی(اثر ضربه هماهنگ 
  :قابل مطالعه است حرکت در دو فاز

  .فاز یک که نیروي خارجی در حال وارد شدن است
  .فاز دو که نیروي خارجی حذف شده است

  
                    tSinPtP ω0)( =  

                             
  

  :    معادله حرکت در فاز یک عبارت است از
                                         

2
0

2

0

1
1.,00)0(,0)0(

)1(
1

)(

β
β

β

ωωω

−
−==∴==

−
=

++=

K
PABVX

D

tSinD
K
PtCosBtSinAtX

  

                                

12
0 0)(

1
1.)( tttSintSin

K
PtX ≤≤−

−
=∴ ωβω

β  



  :در فاز دو حرکت به حالت ارتعاش آزاد تبدیل میشود و داریم
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                                                                          R(t)   - [Response Ratio]نسبت پاسخ  
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4مثلا در مثال پیشین اگر     
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  تعیین لحظه پاسخ اوج

10محدوده باشد در   β > 1در حالتی که   tt ≤≤ :  

tnttCostCos

tCostCosdt
dR

tSintSintR

ωπωωω

ωω
ω
ω

ωω

ωβω
β

±=∴=

=−∴=

−
−

=

2

00

)(
1

1)( 2

   

1ttاین پاسخ فقط در فاصله    πωو یا      ≥ ≤t  صادق است.  

                           
π

ω
ω

ωωπω 2)1(2 =+∴−= ttt
 

                                   πω <t  



,                 β>1و یا                                   
1

2

ω
ω

π
ω

+
=∴ t  

TtTمثلا اگر   
4
3

2 1 67.0و یا         ==

4
6
1

===
T
T

β     آنگاه:  

                                                                     π
π

ω
5
4

2
31

2
=

+
=t  

  

                          77.1])
2
3.

5
4(

3
2

5
4[

)
3
2(1

1
2

max =−
−

=
π

π SinSinR  

πωیعنی  . باشد دیگر این رابطه درست نیست  β < 1در حالتی که   >t    است واز این رو پاسخ اوج

1ttدر زمان      :رخ می دهد و داریم    <

                                                                
)1(

1
.)(

)0(
1

1.)(

2
0

1

2
0

1

β
π

β
ω

β
π

β
β

Cos
K
PtV

Sin
K
PtX

−−
−

=

−
−

=

  

  :دامنه ارتعاش آزاد برابر است با

                                   
12

0
max

2

0
2

12
0

20

,1
2

.
1

2

22..
1

])[(

ttCos

K
PR

CosK
P

XV

>>
−

==∴

+
−

=+=

β
β

π
β
βρ

β
π

β
βω

ρ

  



3مثلا اگر  
4=β  01( باشد 8
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  [Response Spectra , Shock Spectra]  –طیف ضربه    ,طیف پاسخ 
  

براي یک ضربه ) یا ضریب تشدید دینامیکی هم نشان داده میشود   Dکه با ( maxRدیدیم که مقدار 

خاص فقط به مقدار 
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  .ضربه یا پاسخ می خوانند
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  .بدست می آیند   Bو    Aبا ارضا شرایط اولیه حرکت 

  .را محاسبه کنیدجابجایی قاب شکل روبرو تحت ضربه ناشی از انفجار : مثال
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  .ستفاده از اصل دالامبر بنویسیمالبته می توانستیم این معادله را از همان ابتدا با ا
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  4شکل 

  ابر است باو نیروي زلزله بر

با داشتن طیف پاسخ شتاب ، براي تعیین نیروي حداکثر ایجاد شده در سازه نیازي به انجام تحلیل 
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  توضیح کلی در مورد نحوه انجام این مساله ارائه شود؟: سوال
  تفاوت بین شتاب اسمی و واقعی؟: سوال



  Generalized سیستم تکدرجه تعمیم یافته 
  چاپ جدید –کلاف  133ص  – 8به نقل از فصل 

  : د سیستم تعمیم یافته بر دو قسمن
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  . سیستم با سختی گسترده .  2
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  . نمونه سیستم صلب با فنرهاي متمرکز در شکل زیر دیده می شود : مثال 
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   8.5    8.4    8.3مسائل   : ینتمر
  راهنمایی

مسائل دینامیک سازه براي کاهش درجات آزادي میتوان از خاصیت جرم در برخی از . 1
  ).5. 8مانند مساله (صفر استفاده نمود 

  
  
  ...به شکل زیر عمل میشود 4. 8در مساله . 2
  کشیدگی اولیه فنر برابر نیروي ناشی از وزن تیر -
  نوشتن معادله حرکت تیر با توجه به اینرسی پیچشی مقاوم تیر -
  تا حدي که دامنه نوسان از حد کشیدگی اولیه بیشتر نشود درست است حرکت تیر -
براي دامنه هاي بیش از کشیدگی اولیه باید معادله حرکت را با حذف کابل، قرقره و فنر  -

 .نوشت و اثر سرعت و جابجایی سیستم را در آستانه ورود به این فاز با آن جمع کرد
  

  هاي با سختی گسترده سیستم 
نرا آکرد  می توانیف پارامتر تعریک با جرم و سختی گسترده را بتوان با یک سیستم شکل ر تغییاگر 

  .تکدرجه در نظر گرفت سیستم بصورت 
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  :یماز برابري کارهاي خارجی و  داخلی دار
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  :که در آن 

)  فته                                                                           تعمیم یاجرم  ) ( )∫=∗
l

dxxxmm
0

2ψ  

)فته                                                                     یی تعمیم یاامیر ) ( )[ ] dxxxEIac
l

∫ ′′=∗

0

2
1 ψ  

)فته                                                                           تعمیم یاسختی  )[ ]∫ ′′=∗
l

dxxEIk
0

2ψ  

)فته                                                                      تعمیم یاهندسی  سختی )dxxk
l

g

2

0
∫ ′=∗ ψ  

)فته                                                            تعمیم یاوي موثر نیر ) ( ) ( )dxxxmtvp
l

geff ψ∫−=∗

0

&&   

Gkkk:                                         کردیف رسختی موثر تعیک می توان ین تر تیب و بد ∗∗∗ −=  
  :به حد بحرانی برسد ، سختی موثر صفر می شود ، پس  Nوي محوري نیردر حالتی که 
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موسوم یلی به روش ر] بار بحرانیتعیین ه براي بروش دستگاه تکدرجیبی سیستم حل تقر[روش فوق 
  )  Rayliegh`s method(است 

)بستگی به تابع شکل  crNدقت مقدار بدست آمده براي  )xψ در هر حال چنانچه تابع . داردψ ط یشرا
  . با دقت مناسبی بدست خواهد آمد crNکند را کاملاً ارضا ) گاه تکیه ( حدي هندسی 

  
  . یدو بار بحرانی را بدست آورتحلیل کنید طره مقابل را تیر مثال ـ 
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  :حرکت نسیل ایفردله ددر معایر مقادین ایگزینیبا جا
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  طره تحت شتاب پی تیر معادله حرکت 

2:                                                      یم دار) 13(با استفاده از رابطه همچنین 
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4 l
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است  که تابع ین امر این علت ا.  استیکی طره تیر بار بحرانی قیق با مقدار دین ملاحظه می شود که ا
یج به نتاکنیم ي انتخاب یگراگر توابع د. است یکی شکل انتخاب شده با شکل واقعی کمانش عضو 

)اگر                                                               ًمثلا. سیم متفاوتی می ر ) 2
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l
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  : را ارضا می کند یعنی ) A )x=0این تابع شرایط حدي هندسی در تکیه گاه 

0)0()0( =′=ψψ  

)L(0یعنی  Bاما شرط حدي در  =′′ψ با استفاده از این تابع داریم. برقرار نیست :  
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  . خطا دربار بحرانی بوجود آمده است% 22ملاحظه می شود که 

  معادله حرکت سیستم تکدرجه تعمیم یافته در حالت کلی 

در حالت کلی که یک عضو خمشی با تکیه گاههاي متعدد، تحت نیروهاي خارجی گسترده و متمرکز 

سختی سیستم، علاوه بر سختی خمشی، به  در اینجا فرض شده. قرار گیرد معادله زیر برقرار است

  . صورت سختی هاي گسترده و متمرکز خارجی نیز وجود دارد

  . توزیع مشابهی نیز براي میرایی در نظر گرفته شده است
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  جرم متمرکز   اینرسی متمرکز 
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  میرایی گسترده خارجی  میرایی کرنشی   میرائی متمرکز 
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  سختی هندسی  سختی متمرکزخارجی  سختی خمشی  سختی گسترده خارجی 
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  نیروي گسترده    نیروي متمرکز 
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  ارتعاش ورق
براي این کار لازم است که تابع شکل . می توان براي بررسی ارتعاش ورق بکار بردهمین روش را 

 . ارتعاش ورق را حدس بزنیم

x

y

a

b

  

t(z)y,x()t,y,x(w(     :تابع شکل ارتعاش ورق ψ=  

  : براي یک ورق خمشی، مقادیر تعمیم یافته جرم، سختی و میرایی برابرند با 
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  که در آن 

] سختی خمشی ورق ])1(12/EhD 23 ν−=  

 ν  و ضریب پوسان  h   براي یک صفحه با تکیه گاههاي لبه اي ساده ، می توان تابع شکل . میباشد ضخامت ورق
  . زیر را اختیار نمود

b
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a
xsin)y,x( ππ

ψ =  

البته باید دانست که . تعمیم داد...] گنبد، پوسته و [همین روش را می توان براي سازه هاي سه بعدي 

شکل ارتعاش حتی الامکان (انتخاب شکل صحیح ارتعاش براي این سازه ها به مراتب مشکل تر است 

  ).باید شرایط هندسی حدي را ارضا نماید

 . ر نیروي وارده بدست آوریدجابجایی مرکز صفحه زیر را زیر اث .تمرین
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  . کلیه بعدها مفصلی می باشد. اختیار شود ν=3.0از اثر میرایی صرف نظر شده و 



  روش ریلی
ولا شکل کمانش معم(دیدیم که براي سیستم تعمیم یافته میتوان با انتخاب یک شکل ارتعاش فرضی 

مقادیر تعمیم یافته جرم، سختی و میرایی را محاسبه نمود و معادله دیفرانسیل حرکت را ) یافته سازه
با . ، مینامند روش ریلیاین روش را . را محاسبه کرد) کمانش(تشکیل داد و علاوه بر آن بار بحرانی 

  :نبنابر ای. تعمیم این روش میتوان فرکانس سازه را نیز حساب کرد
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=ω  
  .سختی و جرم تعمیم یافته اند *mو  *kکه 

اساس این . محاسبه فرکانس را میتوان به روش دیگري انجام داد که اول بار توسط ریلی ارائه گردید
مثلا براي یک سیستم تکدرجه، در حالت ارتعاش آزاد ). حالت نامیرا(روش بر بقاء انرژي استوار است 

  :ریمنامیرا دا
  جزوه 53نقل از ص 

همچنان در لحظه . انرژي پتانسیل حداکثر، و انرژي صفر است wt=π/2ملاحظه میشود که در لحظه 
wt=π انرژي پتانسیل صفر، و انرژي جنبشی حداکثر میگردد.  

  جزوه 53نقل از ص 
  

  :با فرض ثبات انرژي
V + T = const. 
Vmax=Tmax 

بدین ترتیب همان رابطه 
m
k=ω میتوان این روش را براي یک سیستم چند درجه .  بدست می آید

  :آزادي نیز بکار گرفت
 : مؤلفه هاي مکان و زمان از هم جدا می شوند .1
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υ ( x , t)
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  : براي ارتعاش آزاد داریم
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 : ده در هر لحظه برابرست با انرژي پتانسیل ذخیره ش .2
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 : انرژي جنبشی در هر لحظه .3
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یافته ملاحظه می شود که این همان رابطه اي است که قبلاً با استفاده از روش جرم و سختی تعمیم 

  : به دست آمد یعنی 
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براي محاسبه فرکانس یک تیر ساده از رابطه تابع شکل زیر استفاده کنید و فرکانس را به روش :  مثال

  . ریلی بدست آورید
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   Rayliegh's Methodروش ریلی 

معمولاً شکل کمانش (دیدیم که براي سیستم تعمیم یافته می توان با انتخاب یک شکل ارتعاشی فرضی 

مقادیر تعمیم یافته جرم، سختی و میرایی را محاسبه نمود و معادله دیفرانسیل حرکت را ) ه سازهیافت

با . این روش را روش ریلی می نامند. را محاسبه نمود) کمانش(تشکیل داد و علاوه بر آن بار بحرانی 

  : بنابراین. تعمیم این روش می توان فرکانس سازه را نیز حساب کرد
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  . سختی و جرم تعمیم یافته اند m∗و  k∗که 

اساس این روش . محاسبه فرکانس را می توان بروش دیگري انجام داد که اولین بار توسط ریلی بیان شد

الت ارتعاش آزاد نامیرا مثلاً براي یک سیستم تکدرجه، در ح). حالت نامیرا(بر بقاء انرژي، استوار است 
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ملاحظه می شود که در لحظه 
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=t (صفر و انرژي پتانسیل حداکثر  انرژي جنبشی برابر

πωهمچنان در لحظه . می شود =t انرژي پتانسیل صفر و انرژي جنبشی حداکثر است .  
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  : با فرض ثبات انرژي 
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  : گرفتآزادي نیز به کار توان همین روش را براي یک سیستم چند درجه  می
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  : اگر تابع شکل را تابع هماهنگ فرض کنیم
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خطا داشته % 11این جواب دقیق است که در مقایسه با جواب تقریبی قبلی، ملاحظه می شود که فقط 

  . منجر به محاسبه فرکانسی بزرگتر از واقع خواهد شد ψنتخاب نادرستی براي هر ا. ایم

∫براي محاسبه انرژي ذخیره شده بجاي استفاده از رابطه  ′′dxEIψ می توان به شکل زیر عمل نمود :  

انرژي ذخیره شده= کار نیروي اینرسی   

Comment ]uاین قسمت از جزوه با توجھ بھ ]: ١
 مرتب شود ۵۵و  ۵۴صفحات 
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مطابق فوق محاسبه می شود  Pc(x)تابع شکل دقیق ارتعاش باشد، نیروي اینرسی دقیق،  x(cψ(چنانچه 

z)x()t,x(vو جابجایی استاتیکی حاصل از این نیرو براي جابجایی مفروض یعنی  cc ψ= پس . است

x()x(m(ی با می توان گفت که نیروي اینرس cψ′ اکنون بجاي تابع شکل دقیق، یک . متناسب است

با کمی تقریب همراه ] انرژي ذخیره شده = کار نیروي اینرسی [ مقدار تقریبی اختیار شود، رابطه قبلی 

∫خواهد بود اما بهر حال خیلی بهتر از  ′′
L

dxEI
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2ψاست .  

)ارتعاشی فرضی مانند بدین ترتیب براي یک تابع شکل  )xψ نیروي اینرسی  می توان فرض کرد که

  :  برابر است باتقریبی وارد به سازه 

( ) maxz)x()x(mxP &&ψ=  

این نیروي اینرسی را به صورت یک نیروي استاتیکی به سازه اعمال می کنیم و جابجایی حاصل را 

  .بدست می آوریم 

   : نیروي اینرسی مفروض

max)()()( ZxxmxP &&ψ=→  

  : xP)(جابجایی محاسبه شده تحت 
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1maxاگر بطور اختیاري  =Z  اختیار شود ، می توان گفت افت انرژي پتانسیل نیروي مزبور که بصورت

  :انرژي کرنشی در سازه ذخیره شده است ، برابر است با 
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  :برابر است با  xψ)(انرژي جنبشی سازه ، با تابع شکل 
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gxmxPشود ، یعنی  برابر وزن سازه فرض xP)(یک حالت ساده آنستکه  )()(  xψ)(که در آن  =

  جابجایی سازه تحت وزن است
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  . است  xP)(جابجایی واقعی تحت نیروي مفروض  xψ)(باید توجه داشت که در این روابط 
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  ماتریس میرایی همساز 
  به طور مشابه می توان نشان داد که
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  .در این مورد بعدا سخن خواهیم گفت.میکنند
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  .در این حالت نیروهاي تکیه گاهی به صورت عکس العمل استاتیکی تکیه گاه در خواهند آمد
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 پس به طور کلی
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  سختی هندسی همساز

اگر مولفه عرضی ناشی از نیروي محوري در تکیه گاه 
a برابر
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  همپایه کردن مدها
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  )روش ویانلو( 1بروش ضرب مکرر محاسبه بار بحرانی
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  .خودش را بروش ویانلو به دست آورید وزنبار بحرانی ستون زیر با مقطع یکنواخت زیر اثر : مثال
                                                

  ١۶/٩/٨۶/ آوردم matrix iterative methodاین واژه را بجای تکرار ماتریسی یا  ١

 ماتریس سختی هندسی ماتریس بدون اثر نیروي محوري
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383.7  ابردقیق این مسأله بر جواب
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  :براي محاسبه فرکانس سازه در حالت کلی میتوان از ماتریس سختی اصلاح شده استفاده کرد
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  .به این ترتیب با داشتن ماتریس سختی میتوان به روش استدولا فرکانس سازه را حساب کرد
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  پاسخ ارتعاش دستگاه چند درجه آزادي درحالت کلی
  :نمایش دهیم، خواهیم داشت  νا با بردار اگر پاسخ کلی یک دستگاه چند درجه آزادي ر
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  دستگاه معادلات حرکت

  در حالت نامیرا، و زیر اثر نیروهاي خارجی معادلات حرکت سازه به شکل زیر است
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