
لاگشاًظ-هعبدلِ اٍیلش  

ٔ   اٍیلش-لاگشاًظ ،حؼبة ٍسدؿی دس کِ ثب ) (Euler–Lagrange equation :اًگلیؼی ثِ) هعبدلِ

ٔ   اٍیلش ًبم ّبیِ ٔ   لاگشاًظ یب هعبدلِ ِ ی دیفشاًؼیل ّن ؿٌبختِ هی ؿَد.( ًبم یک هعبدلِ ؿٌبختِ ؿذُ  هعبدل

ِ ی دیفشاًؼیل، هعیي سا تعبدلی هی کٌٌذ. ایي  تبثعی ّؼتٌذ کِ یک تبثع ّبیی اػت. جَاة ّبیِ ایي هعبدل

ٔ   دیفشاًؼیل سا ٔ   طٍصف لَیی لاگشاًظ ، سیبضیذاىِ ػَئیؼی ٍلئًَبسد اٍیلش هعبدلِ ، سیبضیذاىِ ایتبلیبیی دس دِّ

آٍسدًذ دػت ثِ هیلادی ۰۷۵۱ . 

  ٔ ِ ی اص آى جبیی کِ یک تبثعِ هـتك پزیش، دس ًمغِ ٔ    ثیـیٌِ یب کویٌ هَضعیِ خَد تعبدلی هی ؿَد، هعبدلِ

ِ ای هشثَط ثِ ِ ػبصی اٍیلش-لاگشاًظ، صهبًی کبسثشدی اػت کِ ثخَاّین هؼئل سا حل کٌین ٍ دس آى یک  ثْیٌ

لضیِ  تبثعیِ هعیي دادُ ؿذُ ٍ هی خَاّین ایي تبثعی سا کویٌِ یب ثیـیٌِ کٌین. ایي لضیِ لبثلِ همبیؼِ ثب

ِ ای اکؼتشهنِ هَضعیِ  حؼبة دیفشاًؼیل ٍ اًتگشال دس فشهب اػت کِ هی گَیذ یک تبثعِ هـتك پزیش، دس ًمغ

 .آى صفش ؿَد هـتك داسد کِ

کوتشیي کٌؾ، تغییشّبیِ یک ػیؼتنِ فیضیکی ثب جَاةِ  اصلِ ّویلتًَیِ ، ثِ خبعشهِکبًیک لاگشاًظی دس

ٔ   اٍیلش-لاگشاًظ ثشایِ آى سفتبسِ آى ػیؼتن تَصیف هی ؿَد. دس ، ایي اصل هعبدل هکبًیک کلاػیک هعبدلِ

هختصبت  اػت، ّش چٌذ کِ ایي هضیت سا داسد کِ دس ّش ػیؼتوی ثب لبًَى ّبیِ حشکتِ ًیَتَى ثب

 .، فشمِ آى تغییش ًوی کٌذ ٍ دس ًتیجِ ثشایِ تعوین دادى ثؼیبس هٌبػت تش اػتتعوین یبفتِ

 هحتَیبت

 ۰ ِتبسیخچ 

 ۲ ِصَست هعبدل 

 ۳ هثبل 

 ۴ اثجبت هعبدلِ دس یک ثعذ ۵کبسثشد دس هکبًیک کلاػیک 

o ۴.۰ ِسٍؽ پبی 

o ۴.۲ رسُ دس هیذاى ًیشٍی پبػتبس 

  

 ۶ ِجؼتبسّبی ٍاثؼت 

 تبسیخچِ
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ؿًَذ، اهب ّوگی دس صهبىِ یکؼبًی ثِ پبییيِ آى  هختلف ثش سٍیِ ػیکلَئیذ سّب هی چْبس ًمغِ اص چْبس هَلعیتِ

هکبى ًوبیؾ -دّذ. دس ثبلا، ًوَداسِ صهبى ّب سا دس عَلِ هٌحٌی ًـبى هی ّبیِ آثی، ؿتبةِ ًمغِ سػٌذ. پیکبى هی

 .دادُ ؿذُ اػت

 ّب آى کِ صهبًی آهذ، دػت ثِ شاًظلاگ ٍ اٍیلش ٔ  ٍػیلِ ثِ هیلادی، ۰۷۵۱ ٔ  دِّ دس لاگشاًظ-اٍیلش ٔ  هعبدلِ

  ٔ ِ عَس هی تَاى  خن ّن صهبًی هـغَلِ حلِ هؼئلِ ٔ   ایي اػت کِ چ ٔ   هٌحٌی ّن صهبًی دسثبسُ ثَدًذ. هؼئلِ

 همذاسِ هٌحٌی پبییيِ ثِ تَح سػیذىِ صهبىِ کٌین، سّب سا تَپی هٌحٌی آى سٍیِ اص اگش کِ کشد پیذا ای ٌیهٌح

این کشدُ سّب پبییي ثِ هٌحٌی اص استفبعی چِ اص سا تَح کِ ًکٌذ فشلی ٍ ثبؿذ ثبثتی . 

کوکِ ّن، هتذِ لاگشاًظ سا حل کشد ٍ جَاة سا ثشایِ اٍیلش فشػتبد. ایي دٍ ثِ  ۰۷۵۵لاگشاًظ ایي هؼئلِ سا دس ػبل 

ِ ّبیِ هکبًیک  ثِ کبس گشفتٌذ، تلاؿی کِ دس ًْبیت ثِ خلكِ هکبًیک گؼتشؽ دادًذ ٍ دس حلِ هؼئل

ِ ّبیِ آى ّب، ثِ خلكِ کبهلِ لاگشاًظی هٌجش ؿذ. ًخؼتیي ثبس دس ػبلِ  حؼبةِ ٍسدؿی ختن ؿذ. ثِ علاٍُ هکبتج

ؿبى ثِ کبس ثشد ّبی ، اٍیلش ثَد کِ ایي ًبم سا ثشایِ تکٌیک۰۷۶۶ . 

 صَست هعبدلِ

یبفتي آى، کشدىِ حل ّذفِ کِ اػت ای هعبدلِ لاگشاًظ، ٔ  هعبدلِ ، آى q اػت کِ ٍیظگی ایي تبثع q چَى تبثعی 

کٌذ صیش لشاس ثگیشد، آى سا اکؼتشهن هی اػت اگش دس اًتگشالِ : 

 

اًذ اص ّبیِ هختلفِ ایي اًتگشال عجبست ثخؾ : 

 : تَاًٌذ دس داخلِ اًتگشال لشاس ثگیشًذ. ثِ اصایِ ّش کذام اص ایي  ّبیِ هختلفی ٍجَد داسًذ کِ هی تبثع

ؿَد فبٍت هیاًذ(، همذاسی هت ّب، همذاسِ اًتگشال )ثیيِ دٍ کشاىِ آى کِ همذاسّبیی ثبثت تبثع . q  تبثعی

خَاّین ثیبثین ٍ همذاسِ اًتگشال سا اکؼتشهن کٌذ اػت کِ هی : 

 
پزیش اػت ٍ هـتك q کِ  q(a) = xa , q(b) = xb. 

 : ِهـتكِ تبثع q اػت. 

 
لشاس  X اػت. )فضبیِ همذاسّبیِ هوکيِ هـتك ّبیِ تبثع ّبیی کِ همذاسؿبى دس X کلاف هوبػیِ TX کِ

 (.داسد

 : ِاًذ هـتك ّبیِ جضئیِ تبثعی اػت ک ِ  :آى پیَػت
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L  تبثعی اػت ثبثت ٍ هعیي کِ ثِ عٌَاىِ ٍسٍدیِ یک تبثعِ دلخَاُِ دیگش سا )ثِ ّوشاُِ هـتك آى

کٌذ اؽ سا ثِ عٌَاىِ خشٍجی اسائِ هی تبثع( گشفتِ ٍ تشکیجی اص ایي تبثع ٍ هـتك . 

تبثعِ ّش کِ اػت صیش ٔ  هعبدلِ لاگشاًظ،-اٍیلش ٔ  هعبدلِ دس ایي صَست  q ِای کِ دس آى صذق کٌذ، همذاس

کٌذ اًتگشال سا اکؼتشهن هی : 

 

ثبلا، ٔ  دس ساثغِ  Lx ِهـتكِ جضئی L ًِؼجت ث  ٍ Lv ِهـتكِ جضئی L ِثبؿذ هی  ًؼجت ث . 

 هثبل

ٔ  یک هثبلِ اػتبًذاسد ایي اػت کِ تبثعی پیذا کٌیذ کِ اص ًمغِ  a ِثِ ًمغ  ٔ  b  ٍ ثشٍد

اٍلیي کبسی کِ ثبیذ ثکٌین، ایي  (f(a) = c ٍ f(b) = d) .کوتشیي هؼیشِ هوکي سا عی کٌذ

اػت کِ اًتگشالی پیذا کٌین کِ حلِ آى عَلِ هؼیش سا ثِ دػت ثذّذ. ثِ ایي تشتیت ثب هـتكِ 

کٌذ ثیبثین تَاًین تبثعی کِ اًتگشال سا کویٌِ یب ثیـیٌِ هی دُ، هی جضئی گشفتي اص اًتگشال . 

 
dl ِثِ ؿکلِ صیش ثِ دػت هی آیذ لضیِ فیثبغَسع کِ عَلِ یک جضء اص هؼیش اػت ثِ کوک: 

 
 :ثب جبیگزاسیِ آى دس اًتگشال داسین

 
ثیبٍسین ٍ ثِ یبد داؿتِ ثبؿین  فبکتَس ثگیشین ٍ آى سا اص صیشِ سادیکبل ثیشٍى dx اگش اص

تداؿ خَاّین سا صیش ٔ  اػت، دس ًْبیت ساثغِ f ّوبى هـتك تبثعِ dy/dx کِ : 

 

ی ثبلا دس ایي هثبل ثب تَجِ ثِ ًتیجِ تبثعی اػت کِ   

تبثعِ ثبیذ لاگشاًظ-اٍیلش ٔ  گیشی کٌین. حبل ثِ کوکِ ساثغِ ثبیذ اص آى اًتگشال  y ای سا

ّبیِ جضئیِ کٌذ. هـتك سا کویٌِ هی L پیذا کٌین کِ اًتگشالِ  L اًذ اص عجبست : 

 
آٍسین هی دػت ثِ لاگشاًظ،-اٍیلش ٔ  ثب جبیگزاسیِ ایي دٍ همذاس دس هعبدلِ : 
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تشیي هؼیش هوکي ثیيِ دٍ ًمغِ، خظِ ساػتی  ثِ عجبست دیگش، ثبثت کشدین کِ کَتبُ

گزسد اػت کِ اص ایي دٍ هی . 

 کبسثشد دس هکبًیک کلاػیک

 سٍؽ پبیِ

ی حشکت سا ثشای یک ػیؼتن هعیي )کِ اًشطی پتبًؼیل آى  شای ایٌکِ هعبدلِث

تَاًین اص ایي  غیشٍاثؼتِ ثِ صهبى اػت.( ثِ دػت آٍسین، ثِ کوک ایي هعبدلِ هی

 :سٍؽ ثْشُ ثجشین

 سا حؼبة  لاگشاًظیي  ٍ اًشطی پتبًؼیل  اثتذا ثِ کوک اًشطی جٌجـی

 . کٌین

 اًتگشال صیش کِ اًتگشال لاگشاًظی اػت ثبیذ هیٌیون ثبؿذاصل ّویلتَى عجك ،: 

 
ثبؿذ ثشلشاس لاگشاًظ–ی اٍیلش ؿَد کِ هعبدلِ داًین کِ ایي اًتگشال صهبًی هیٌیون هی هی . 

 سا هحبػجِ ًوبیین. 

 سا ثیبثین. هْن اػت کِ   سا هحبػجِ کٌین ٍ ثِ کوک آى

ؼتمل ثشخَسد کٌین ًِ ّوچَى هـتك یک تبثع ّوچَى یک تبثع ه  ثب

 .دیگش

 اػت لاگشاًظ–ی اٍیلش آٍسین کِ ّوبى هعبدلِ سا ثِ دػت هی . 

 رسُ دس هیذاى ًیشٍی پبػتبس

ُ ی هٌفشد تحت هیذاىِ یک ًیشٍی  هثلاً تحتِ) ًیشٍی پبیؼتبس حشکت یک رس

هعیي هی ؿَد کِ هی گَیذ دس ّش حشکت  اصل ّویلتَى ثِ کوک (گشاًؾ
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ُ ای  کٌؾ فیضیکی، ِ ی کٌؾ ثشای ػیؼتن تک رس ّوَاسُ کویٌِ خَاّذ ثَد. ساثغ

 :فعلی عجبست اػت اص

 
ِ ی ثبلای یک هتغیش اص t هکبى رسُ دس صهبى x(t) کِ ًوبدگزاسی  اػت ٍ ًمغ

ثِ دػت آهذُ ٍ هٌظَس اص آى هـتك صهبًی یک هتغیش اػت. ثِ عجبست  ًیَتَى

ی ّوبى ػشعت دٌّذُ ًـبى ẋ(t) دیگش  (v(t ِی  اػت. دس هعبدل

ُ ی L ثبلا اًشطی  ٍ اًشطی جٌجـی اػت )تفبضل لاگشاًظیي ًـبى دٌّذ

ِ ی صیش ثِ دػت هی آیذ (پتبًؼیل  :کِ اص ساثغ

 
 :کِ دس آى

 m ثبثت فشض هی ؿَد هبدُ اػت کِ دس هکبًیک کلاػیک جشم. 

 vi ِی هَلف  i-اُم ثشداس ػشعت v  دس دػتگبُ هختصبت دکبستی اػت. )اص

ؿَد ی دیگش ّن اػتفبدُ هیّبی ثشداسّب ّویي ًوبدگزاسی ثشای هَلفِ .) 

 U پتبًؼیل ًیشٍّبی پبیؼتبس اػت. 

ؿَد.  هحؼَة ًوی (t) دس ایي حبلت، لاگشاًظیي تبثع صشیح آسگَهبى اٍل خَد

ِ ی ًَدس ثٌب ثِ ًبؿی لبًَى ّبی پبیؼتگی ، چٌیي تمبسًی دس ػیؼتن اصلضی

پبیؼتگی  هی ؿَد. ثِ ؿکلِ خبف، عذم ٍاثؼتگی لاگشاًظیي ثِ صهبى،

 .سا ًتیجِ هی دّذ اًشطی

اؿتای ثگیشین خَاّین د اگش اص لاگشاًظیي ثبلا، هـتك پبسُ : 

 
اًشطی پتبًؼیل( کِ اص  گشادیبى هٌفی) F = −∇U کِ ًیشٍ ثشاثش اػت ثب

هی ثبؿذ. ثب ایي  تکبًِ p تعشیف اًشطی پبیؼتبس ًتیجِ هی ؿَد ٍ

ی  ی اٍیلش لاگشاًظ، دس ًْبیت ثِ یک هعبدلِ ّب دس هعبدلِ جبیگزاسی

سػین ی دٍم ثشای هؼیش حشکت رسُ هی دیفشاًؼیل هشتجِ : 

 
ِ ی اٍیلش- لبًَى دٍم ًیَتَى کِ صَست ثٌذی اػت. ثِ عجبست دیگش هعبدل

ی دٍم حشکت ًیَتَى اػت بدلِثٌذی دیگشی ثشای هع لاگشاًظ، صَست . 

 اثجبت هعبدلِ دس یک ثعذ
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ثعذی کِ دس آى ضوي حفظ ٍضعیت تبثع دس هشصّب،  ای اص اختلال ػِ ًوًَِ

کٌذ ّبی دیگش تغییش هی ٍضعیت آى دس لؼوت . 

ّبی کلاػیک  لاگشاًظ یکی اص اثجبت-ی اٍیلش ثعذی هعبدلِ اثجبتِ حبلت یک

لن ثٌیبدیي حؼبة  اػت. ایي اثجبت هجتٌی ثش سیبضیبت دس تبسیخ

سا ثیبثین کِ داسای ایي دٍ   اػت. هی خَاّین تبثع ای ّوچَى ٍسدؿی

 :ٍیظگی ثبؿذ

سٍ صذق  دس ؿشایظ هشصی هعیي سٍثِ .1

  ٍ  :کٌذ

بثعی صیش سا اکؼتشهن کٌذت .2 : 

 
کٌین کِ ثِ علاٍُ فشض هی ی اٍل پیَػتِ  ّبی هشتجِ  داسای هـتك  

ؿذ ایي فشض سا دس ًظش ًگشفت ٍ تٌْب هـکلی کِ پیؾ  ثبؿذ. )هی

ؿَد آیذ، آى اػت کِ اثجبت دؿَاستش هی هی .) 

پغ ّش اختلال   ثب حفظ ؿشایظ هشصی، تبثعیِ فَق سا اکؼتشهن کٌذ،  اگش

دس کَچک  f (یعٌی تغییش کشدى همذاس f ِّبی غیشهشصی حتی ثِ  دس ًمغ

ؿَد کِ همذاس همذاس کَچک( ثبعث هی یب کوتش ؿَد   

کٌٌذُ ثَدُ ثبؿذ( یب صیبدتش. )اگش هبکؼیون  )اگش کٌٌذُ ثَدُ  هیٌیون  

 (ثبؿذ

ایجبد هی ؿَد ثِ ایي فشم   فشض کٌین تبثعی کِ اص اختلال سٍی

بثت ثب همذاسی عذدی ث  کِ  :ثبؿذ

پزیش اػت کِ اگش ثخَاّذ ؿشایظ  تبثعی هـتك  کَچک اػت ٍ

سا تغییش ًذّذ، لضٍهبً ثبیذ دس ایي ؿشط صذق   هشصی

کٌین حبل تعشیف هی . :کٌذ : 

 

حبل آًچِ کِ ثبیذ  .  :کِ دس آى

 .اػت ε ًؼجت ثِ  هـتك کل هحبػجِ کٌین،
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ّبی هـتك تبم داسین اص لبعذُ : 

 
 :ثٌبثشایي

 
 ,gε = f ، Fε = F(x, f(x) ثبؿذ، دس ایي صَست ε = 0 اگش

f'(x)) ٍ Jε  هی ثبؿذ اکؼتشهن داسای همذاس: 

 
ِ ی دٍم  اًتگشال گیشی جضء ثِ جضء دس گبم ثعذی اص ثشای جول

ثشین ٍ خَاّین داؿت دُ ثْشُ هی اًتگشال : 

 

ّبی هشصیِ ثِ کوک ؿشط خَاّین   

 :داؿت

 
ُ گیشی اص ثِ ػبدگی  لن ثٌیبدیي حؼبة ٍسدؿی ٍ حبل ثْش

دّذ ی دلخَاُِ هب سا ثِ دػت هی ًتیجِ : 
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