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  کند و یا تغییر شکل عاملی است که وقتی به اجسام وارد شود یا ایجاد حرکت می: نیرو. 

 

  انواع نیروها : 

نیروی شوند مانند نیروی وزن و  نیروهایی که به ذرات جرم وارد می: نیروهای حجمی و جرمی  (1

 .مغناطیسی

 .کند نیرو به یک سطح مشخص نیرو وارد می: نیروهای سطحی  (2

 

  ی بزرگی نسبت به هم قرار  هر جسم از ذرات ریزی تشکیل شده که نسبت به قطر ذرات در فاصله: نیروهای داخلی

هرگاه . شود که این فاصله مقدار ثابتی است لی باعث حفظ این ذرات در کنار هم میی قوی بین ملکو اند و جاذبه گرفته

 .شود شود که باعث تغییر شکل اجسام می به جسمی نیروی خارجی وارد شود الزاماً در آن نیروهای داخلی ایجاد می

 

 تأثیر نیرو بر روی اجسام

 

 تغییر در اندازه و جهت سرعت جسم (الف 

 

𝐹 =
𝑑𝑃

𝑑𝑡
𝐹یا                = 𝑚𝑎 

 تغییر در شکل جسم (ب 

  df  مقدار نیروی داخلی وارد بر جزء سطحdA است 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  در طبیعت جسم صلب نداریم. نامند میجسمی را که در برابر نیرو تغییر شکل ندهد جسم صلب : جسم صلب. 

 .شود بر آن وارد می Pمیله زیر را در نظر بگیرید که در حالت تعادل است و بار خارجی 

 

 

 

 .زنیم تا نیروهای داخلی آن را تعیین کنیم میله را از محل نشان داده شده برش می

 

 

Δl l 

P P 

dA 

P P 

P N 

σ =
𝑑𝑓

dA
 (Stress) تنش 

ε =
∆𝑙

l
 (Strain) کرنش 
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N کلیه نیروهاییست که ذرات  برآیند این نیروی داخلی. نیروی داخلی است و از نظر مقدار با بار خارجی وارده برابر است

که برآیند این نیروهاست در حالات  Nکنند با هم برابر نیست و  نیروهایی که ذرات به هم وارد می. کنند جسم به هم وارد می

 .شود خاصی به طور یکنواخت توزیع می

 :بستگی دارد به  Δlمقدار 

 جنس (1

 Pمقدار نیروی  (2

 طول (3

 سطح مقطع (4

 

 

  نیروهای داخلی ایجاد شده را ها تغییر شکلگیریم و برای  نیروهای خارجی را در نظر میتعادل برای بررسی : نکته. 

  کنیم باید ثابت باشد در تمام طول مسئله واحدهایی که استفاده می :تذکر مهم. 

  

ε = 𝑓 σ,   جنس
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 کرنش فولاد –نمودار تنش 

این آزمایش تا زمانی که فولاد گسیخته . کنند دهند و کرنش آن را ثبت می در این آزمایش فولاد را تحت بارگذاری قرار می

 :در مورد نمودار زیر باید به نکات زیر توجه داشت . شود ادامه خواهد داشت

 ح مقطع بستگی ندارد چون در هر صورت مقداراین منحنی برای جنس فولاد است و به اندازه، نیرو و سطσ  و ε ثابت

 . ماند می

 گیریم تنش کششی را تنش مثبت و تنش فشاری را منفی در نظر می. 

  یابد کاهش می (الاستیک)اگر در حین آزمایش نیرو را کم کنیم،کرنش فولاد همواره به موازات ناحیه خطی. 

  استکرنش امتداد ناحیه خطی  –اگر نیرو فشاری باشد نمودار تنش. 

 کنیم بینید استفاده می نمودار واقعی به صورت منحنی نشان داده شده است، اما معمولاً از نمودار تقریبی که در زیر می. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 (کشسان، خطی)ناحیه الاستیک  1

 یابد ، فولاد در این مرحله با اعمال نیروی بسیار کمی طولش افزایش می(strain hardening)شوندگی  مرحله سخت 2

σ𝑦        (رود به مرحله پلاستیک یا مومسانو)تنش تسلیم 

𝜎𝑢        (های مهم است ، تنش نهایی یکی از مشخصهحداکثر تنش قابل تحمل برای فولاد قبل از گسیختگی)تنش نهایی 

σ𝑤        (تنش تسلیم است 0.66معمولاً )تنش مجاز 

 σ𝑒       حد الاستیک 

σ𝑦  

θ 

σ𝑢  
2 

1 

σ𝑤  

σ𝑦  

σ𝑒  

σ 

ε 

tan𝜃 = 𝐸 =
𝜎

𝜀
 

 قانون هوک

σ σ 

ε ε 
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مدول دهیم و آن را  نمایش می Eضریب زاویه ناحیه الاستیک را با . برای بررسی رفتار هر ماده به نمودار آن نیاز داریم

از‎آنجا‎که‎کرنش‎دیمانسیون‎.‎دهد‎ی‎بین‎نیرو‎و‎تغییر‎شکل‎را‎نشان‎می‎معرف جنس جسم است که رابطه E. نامیم میالاستیسیته 

‎واحد‎،نداردE همان واحد تنش است. 

 

 

 

 مثال 

 
 
 

 
 𝑬 = 𝟐 × 𝟏𝟎𝟔 𝒌𝒈

𝒄𝒎𝟐

𝑷 = 𝟖𝟎𝟎 𝒌𝒈
𝒍 = 𝟏𝟎 𝒄𝒎
𝑨 = 𝟏 𝒄𝒎𝟐

    →    ∆𝒍 =? 

 

 

σ = Eε 
P

A
= E

∆l

l
   →    800 = 2 × 106 ×

∆l

10
   →    ∆l = 4 × 10−3cm 

 

 

 

  قانون هوک  : نکته𝜎 = 𝐸𝜀  ی  ی سطوح صادق است اما رابطه همواره و برای همه∆𝑙 =
𝑁𝑙

𝐸𝐴
که از قانون هوک   

 .ثابت است کاربرد دارد 𝐴و  𝑁که در آن  𝑙شود و حالت ماکروسکوپی آن است برای طولی از  نتیجه می

 

 

 

 اگر  . مثال𝐸 = 200 𝐺𝑝𝑎  و𝑃 = 20 × 103𝑁  همچنین تعیین کنید در کدام          . تغییر طول کل میله را محاسبه کنید

 .ناحیه تنش ماکسیمم است

 

 

 

 

∆𝑙1 =
𝑁𝑙

𝐸𝐴
=

20 × 103 × 48 × 10−2

200 × 109 × 2 × 10−4
        ,        ∆𝑙2 =

𝑁𝑙

𝐸𝐴
=

20 × 103 × 52 × 10−2

200 × 109 × 4 × 10−4
 

∆𝑙 = ∆𝑙1 + ∆𝑙2 = 37 × 10−5 𝑚 

σ            در میله نازک تنش بیشتر است           =
P

A
 

 

  

52 𝑐𝑚 48 𝑐𝑚 

𝐴 = 2 𝑐𝑚2 
𝐴 = 4 𝑐𝑚2 

 

P P 
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20 

 استتعیین کنید در کدام ناحیه تنش ماکسیمم . مثال. 

 

 

 

 

       𝑁 − 20 = 0   →    𝑁 = 20   →    𝒎𝒂𝒙 

       𝑁 − 20 + 10 = 0   →    𝑁 = 10 

 

 

 

 تغییر طول قطعه ناشی از تنش وارده را محاسبه کنید. مثال. 

 

 

 

 

 

  

  
𝐴 = 1 × 𝑦
𝑦 = 2 + 𝑧

    →    𝐴 = 2 + 𝑧 

 
𝑧

3
=

𝑥

300
   →    𝑧 =

𝑥

100
 

 ∆𝑙 =
𝑁𝑙

𝐸𝐴
   →    ∆𝑙 =  

30𝑑𝑥

𝐸×𝐴

3

0
=  

30𝑑𝑥

𝐸 2+𝑍 

3

0
=  

30𝑑𝑥

𝐸 2+
𝑥

100
 

3

0
=

3×103𝑙𝑛
203

200

𝐸
 

  

1 cm 

z 

30 

10 

48 𝑐𝑚 52 𝑐𝑚 

10 

30 
Y 

2 cm 

5 cm 

3 m 

 تشابه مثلثاتی
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  اگر بار گذاری در راستای محور : تأثیر بارگذاری محوری بر تغییر طول ابعاد جسم𝑥  باشد و کرنشε𝑥  را ایجاد کند

برای هر  ضریب پواسون ϑ. شوند ی زیر دچار کرنش می با رابطه 𝑧و  𝑦جسم مانند  𝑥تمام ابعاد عمود بر راستای 

 .آید ماده با آزمایش به دست می

 

 

 

 

  شود اما بر خلاف نیرو حرارت  حرارت عامل دیگری است که سبب تغییر شکل جسم می: تأثیر حرارت بر تغییر طول

 .شود باعث افزایش طول می به یک نسبتو  در همه ابعاد

 

 

  

تغییر  T∆آید و  ضریب ثابت حرارتی که برای هر ماده با آزمایش به دست می α کرنش حرارتی،  ε𝑇ی بالا  در رابطه

 .درجه حرارت است

 

 

  آثار اصل جمع(Superposition) :  مثلاً همه موجب  –اگر چند عامل بر جسمی اثری با ماهیت یکسان داشته باشند

 .توان جداگانه اثر هر یک از عوامل را محاسبه کرد و سپس آنها را با هم جمع نمود می –تغییر طول جسم شوند 

کنیم، سپس مجموع را  ا جداگانه محاسبه میبنابراین هنگامی که عامل نیرو و حرارت را با هم داریم اثر هر یک ر

 .کنیم محاسبه می

 

  بنابراین اگر ابتدا کرنش حرارتی را محاسبه . کنیم برای سادگی بیشتر در تمام طول مسئله با طول اولیه کار می: نکته

 .کنیم صرف نظر می ی از نیرو از تغییر طول حرارتیی کرنش ناش کردیم، برای محاسبه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

∆𝑦 

ε𝑧 = εy = −ϑεx  

𝛿𝑇 = 𝛼𝑙∆𝑇 

 :  لهمسئ برای حل هر

 کنیم مرزها را مشخص می (1

 

کنیم و به جای آنها نیروهای وارد از سوی آنها را  تمامی اتصالات خارج از مرزها را جدا می (2

 کنیم جاگذاری می

 

 کنیم را اعمال می (بارها)نیروهای خارجی معلوم  (3

 

 .نویسیم معادلات تعادل را می (4

 کنیم اگر دستگاه معین بود آن را حل می (الف

از روی هندسه مسئله  (تعداد معادلات مورد نیاز)اگر دستگاه نامعین بود به تعداد درجات نا معینی  (ب 

همواره  compatibilityیا سازگاری  اصلبراساس ). آوریم معادلات مورد نیاز را به دست می

 (معادلات مورد نیاز از طریق هندسی بدست خواهد آمد

 

P P 
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 تنش ایجاد شده در میله را . دهیم دمای محیط را افزایش می. گاه گیردار قرار دارد در شکل زیر میله بین دو تکیه. مثال

,ϑ,α). ها صلب هستند گاه شود و تکیه فرض کنید میله خم نمی. محاسبه کنید E, A) 

 𝐹𝑥 = 0   →    𝑅𝐴 − 𝑅𝐵 = 0 

𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 = 𝑁 

 

 برای حل مسئله به یک معادله دیگر نیاز داریم اما از روابط تعادل معادله

 . کنیم بنابراین از هندسه مسئله استفاده می. آید دیگری بدست نمی

∆𝑙 = 0   →    
𝑁𝑙

𝐸𝐴
+ 𝛼𝑙∆𝑇 = 0   →    𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 = 𝐸𝐴𝛼∆𝑇 

𝜎 =
𝑁

𝐴
= 𝐸𝛼∆𝑇 

 

 

 

 های عمودی تغییر قطر میله. دهیم میدمای محیط را افزایش . در مسئله شکل زیر میله افقی را صلب فرض کنید. مثال 

 .را محاسبه کنید

 

 

 
 

 
𝐸 = 200 𝐺𝑝𝑎

𝛼 = 11 × 10−6   1 ℃ 

𝜗 = 0.3
∆𝑇 = 80℃

  

 

 
اما برای بدست آوردن جواب نهایی باید احتمال وجود نیروهایی را نیز که . شوند ها تحت حرارت دچار افزایش قطر می دانیم که میله می

 .شوند بررسی کنیم سبب کرنش می

 

 𝑀𝐵 = 0   →    𝐹𝐶 × 60 + 𝐹𝐷 × 100 = 0 

 𝐹𝑦 = 0   →    𝐵𝑦 + 𝐹𝐷 + 𝐹𝐶 = 0 

 

 :طبق تشابه داریم  .کنیم یک رابطه دیگر پیدا می (از طریق هندسی)تکیه بر اصل سازگاری پس با . دستگاه بالا یک درجه نامعینی دارد

 

 

𝛿𝐷 =
5

3
𝛿𝐶 

𝐹𝐷 𝑙

𝐸𝐴
+ 𝛼𝑙∆𝑇 =

5

3
 
𝐹𝐶 𝑙

𝐸𝐴
+ 𝛼𝑙∆𝑇  

 

 
𝐹𝐶 = −6.18 𝑘𝑁
𝐹𝐷 = +10.3 𝑘𝑁

  
δ𝐷 δ𝐶  

𝐹C  

40 𝑐𝑚 60 𝑐𝑚 

𝐴 = 2 𝑐𝑚2 

𝑁 

𝑙 

𝐴 𝐵 

𝑅𝐵  𝑅𝐴  

𝐹D  

𝐵𝑦  

𝐵𝑥  

𝐶 𝐷 

𝐵 
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 .(بر خلاف فرض)بیانگر این است که تنش آن فشاری است نه کششی  𝐹𝐶علامت منفی نیروی 

 

∆𝐶= ∆𝐶𝑇
+ ∆𝐶𝐹

= 𝛼𝑙∆𝑇 +  −𝜗𝜀𝑥 𝑙 
 

 .نیز به همین طریق قابل محاسبه است Dتغییر قطر . آید بدست می (𝐶∆)با جاگذاری مقدار تغییر قطر 

 

 .شد ی دیگر تنها دچار کرنش حرارتی می ایم، میله کردهها صرف نظر  ها نبود از آنجا که از وزن یکی از میله چنانچه: توجه  

 

 

 

 را  های عمودی تغییر قطر میله. کند دمای محیط تغییر نمی. نیددر مسئله شکل زیر میله افقی را صلب فرض ک. مثال

 .محاسبه کنید
 

 

 

 

 

 

 
 𝑀𝐵 = 0   →    60𝐹𝐶 + 100𝐹𝐷 = 30 × 100 × 103

∶ تشابه   𝛿𝐷 =
5

3
𝛿𝐶    →     

𝐹𝐷 𝑙

𝐸𝐴
=

5

3
×

𝐹𝐶 𝑙

𝐸𝐴
   →    𝐹𝐶 = 0.6𝐹𝐷

   
𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑𝑠
        

𝐹𝐷 = 22.06 𝑘𝑁
𝐹𝐶 = 13.2    𝑘𝑁

    

𝜎𝐶 =
𝐹𝐶
𝐴

= 66 𝑀𝑝𝑎   ,   𝜎𝐷 =
𝐹𝐷
𝐴

= 110 𝑀𝑝𝑎 

 .ها و تغییر قطرها را محاسبه کنیم توانیم به سادگی کرنش ها را داریم می مقدار تنشحال که 

 

  شود برای باری که در  از آنجا که تا نقطه تسلیم هر چقدر نیروها را زیاد کنیم به همان نسبت تنش هم زیاد می: نکته

 .کنیم کند از تناسب استفاده می را پلاستیک می Dی  این مثال میله

 
30

𝑃𝑃𝑙
=

110

250
   →    𝑃𝑃𝑙 = 68.2 𝑀𝑃𝑎 

   

 

  

 .شود یوتون وارد مرحله پلاستیک میکیلون 68.2بعد از  Dی  یعنی میله

  

𝐹D  

40 𝑐𝑚 60 𝑐𝑚 

𝑃 = 30 𝑘𝑁 

𝐴 = 2 𝑐𝑚2 

𝑃 = 30 𝑘𝑁 

𝐹C  

𝐵x 

𝐵y  

250 

σ 

ε 
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 30در مثال قبل اگر به جای بار  .مثال kN  80، بارkN دهد؟ وارد شود چه روی می 

 
 .شود وارد مرحله پلاستیک می kN 68.2در صورت اعمال بار  Dی  در مثال قبل محاسبه کردیم که میله

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑀𝐵 = 0   →    60𝐹𝐶 + 100𝐹𝐷 = 80 × 100 × 103  

𝛿𝐷 =
5

3
𝛿𝐶    →    𝐹𝐶 = 0.6𝐹𝐷  

 

 
0.6𝐹𝐶 + 𝐹𝐷 = 8 × 104

0.6𝐹𝐷 − 𝐹𝐶 = 0
    →     

𝐹𝐷 = 59.2 𝑘𝑁
𝐹𝐶 = 35.2 𝑘𝑁

  

 

𝜎𝐷 =
𝐹𝐷
𝐴

=
59.2 × 103

2 × 10−4
= 294 𝑀𝑝𝑎 > 250𝑀𝑝𝑎 

𝜎𝐶 =
𝐹𝐶
𝐴

=
35.2 × 103

2 × 10−4
= 176 𝑀𝑝𝑎  

 

گیریم و نیروی  در نظر می 250Mpaوارد مرحله مومسان شده است، بنابراین طبق نمودار تقریبی تنش آن را برابر با  Dی  میله

FD کنیم  را نیز بر همین اساس محاسبه می: 

 

𝜎𝐷 =
𝐹𝐷
𝐴

   →    250 =
𝐹𝐷

2 × 10−4
    →    𝐹𝐷 = 50 𝑘𝑁 

 𝑀𝐵 = 0   →    0.6𝐹𝐶 + 𝐹𝐷 = 8 × 104    →    𝐹𝐶 = 50 𝑘𝑁 

𝜎𝐶 =
50 × 103

2 × 10−4
= 250 𝑀𝑝𝑎 

𝛿𝐶 =
𝜎𝐶 × 𝑙

𝐸
=

250 × 106 × 30 × 10−2

200 × 109
= 37.5 × 10−5

𝑚  

 

در این حالت با اعمال کوچکترین نیرویی . قرار دارد ی پلاستیک شدن نیز در آستانه Cی  شود میله همان طور که مشاهده می

 .منهدم خواهد شد دستگاه

 

  

250 

𝐴 = 2 𝑐𝑚2 

𝑃 = 80 

60 𝑐𝑚 40 𝑐𝑚 
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 75بار  مثال قبل را برای. مثال kN حل کنید. 

 

 

 

از حد تسلیم عبور کرده است  Dی  دانیم که میله از مثال قبل می

 بیشتر است kN 68.2است و از  P=75 kNچون نیروی وارده 

 

 

𝜎𝐷 = 250 =
𝐹𝐷
𝐴

=
𝐹𝐷

2 × 10−4
 

𝐹𝐷 = 50 𝑘𝑁 

 

 

 𝑀𝐵 = 0   →    0.6𝐹𝐶 + 𝐹𝐷 = 7.5 × 104    →    𝐹𝐶 = 41.7 𝑘𝑁 

𝜎𝐶 =
41.7 × 103

2 × 10−4
= 208.5 𝑀𝑝𝑎 

 
 Cی   ولی چون میله. کند تا گسیخته شود  وارد مرحله پلاستیک شده بدون افزایش تنش آنقدر افزایش طول پیدا می Dچون 

 .کند را هم متوقف می Dهنوز پلاستیک نشده تا حد خاصی افزایش طول دارد و بنابراین 

 

𝛿𝐶 =
𝐹𝐶𝑙

𝐸𝐴
=

41.7 × 103 × 30 × 10−2

2 × 10−4 × 200 × 109
= 31.3 × 10−5 𝑚 

 
 :رویم  ها می ی تناسب بین میله از همان رابطه Dی  دن تغییر طول میلهبرای بدست آور

 

δ𝐶 = 0.6δ𝐷    →     𝛿𝐷 = 0.515𝑚𝑚  

  

𝑃 

𝑃 = 75 

60 𝑐𝑚 40 𝑐𝑚 

𝐴 = 2 𝑐𝑚2 

0.515𝑚𝑚  

 تغییر طول بخشی الاستیک و بخشی پلاستیک است

𝛿 
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  رسد تسلیم میی  میزان نیرویی که اگر وارد شود یکی از نقاط دستگاه ما به نقطه: بار تسلیم. 

  گذرد و موجب انهدام دستگاه  ی تسلیم می میزان نیرویی که اگر وارد شود تمام از نقاط دستگاه ما از نقطه: بار نهایی

 .شود می

  شاهد افزایش طول هستیم بدون افزایش نیروی پلاستیک،  در مرحله :تذکر. 

 

 

 

 

 75از اعمال بار  ساگر پدر مثال قبل . مثال kN  دهد؟ نیرو را به صفر برسانیم چه رخ می 

 
ی کشسان  چون در مرحله Cی  میله. دانیم که هر دو میله کاهش طول خواهند داشت می

تواند به  چون مومسان شده است نمی Dی  اش بازگردد، ولی میله خواهد به طول اولیه است می

 .کند ند بخشی از تغییر طول را جبران توا طول اولیه بازگردد و تنها می

ابتدا زمانی که . کنیم مسئله را در دو بخش حل می .بنابراین باید با هم به تعادل برسند

نیروی فشاری به وجود  Dی  شود و سپس وقتی که در میله صفر می Dی  نیرو در میله

 .آید می

 

 

 

 

 

 

 𝛿𝐷 = 𝛿𝑒 + 𝛿𝑝 = 0.515𝑚𝑚  

𝜎 = 𝐸𝜀𝑒   →   𝛿𝑒 =
𝜎𝑙

𝐸
=

250×106×30×10−2

200 ×109  

𝛿𝑒 = 0.375𝑚𝑚  

𝛿𝑝 = 0.13𝑚𝑚  

 

هنوز تغییر شکل  Cی  تغییر شکل الاستیک خود را جبران کرده و نیرو در آن صفر شده ولی میله Dی  ایست که میله‎اینجا مرحله

وارد  Dی  اش برسد، پس نیروی فشاری به میله خواهد بالاتر برود و به طول اولیه الاستیک خود را به طور کامل جبران نکرده و هنوز می

 .شود کند و باعث کاهش طول آن می می

 

 

 

  

 𝑀𝐵 = 0 →  0.6𝐹𝐶 − 𝐹𝐷 = 0
∆𝐶 = 0.6∆𝐷1

∆𝐷1 = 0.13 − ∆𝐷2

  

  

𝐹𝐷  𝐹𝐶  

0.13 
∆𝐷2  

∆𝐷1  

∆𝐶 

0.37 

0.13 

0.51 

𝜀𝑝  𝜀𝑒  

250 

 .صفر شده است Dزمانی که نیرو در 

 kN 75زمان اعمال نیروی 

در  Dتغییر شکل در 

 حالی که تحت نیرو نیست

C D 

تواند به  نمی C: مرحله نهایی 

هم  Dاش بازگردد،  طول اولیه

گیرد  تحت تنش فشاری قرار می

 .رسند گونه به تعادل می و این
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 :بنابراین . 𝐷1∆است نه  𝐷2∆سبب تغییر  𝐹𝐷نیروی : تذکر 

∆𝐶 = 0.6 0.13 − ∆𝐷2  

𝐹𝐶𝑙

𝐸𝐴
= 0.6  0.13 −

𝐹𝐷𝑙

𝐸𝐴
  

 .شوند میها محاسبه  ها و در نهایت تغییر طول ها و کرنش آیند و از طریق آنها تنش ی بالا نیروها بدست می از رابطه

 

به . کنند هستیم، که ایجاد تنش می 𝐹𝐷و نیروی فشاری  𝐹𝐶پس ما در آخرین مرحله با این که بار نداریم شاهد نیروی کششی 

شود حتی با برداشتن بارها نیروها  های پلاستیک است که باعث می که یکی از دلایل آن تنش. گویند می تنش پسمانداین تنش، 

 .صفر نشود

  توان  بنابراین اگر دستگاه معین باشد نمی. های سازگاری همیشه برابر با تعداد درجات نامعینی است تعداد رابطه: نکته

 .از نظر هندسی پیدا کرد ها تغییر شکلای بین  رابطه

 

  برای قسمت مورد بررسی داردرا  گاه گیردار تکیههر گاه جسمی را برش دهیم قسمت جداشده از جسم نقش : تذکر .

 :های زیر است  العمل بنابراین دارای عکس

 

 

  تنش شود که به آن  کند گاهی باعث لهیدگی می ها وارد می های پیچ و مهره تنشی که پیچ به میله در مساله: نکته

 .شود گفته می لهیدگی

 

 

 

 

  شود، اما در حالت ماکروسکوپیک یک بردار عمود بر سطح  تعریف میی معین از سطح  تنش برای یک نقطه: نکته

 .گیریم به عنوان تنش میانگین در نظر می

 

 های مختلف متفاوت است ولی ماهیت آن یکسان است شود که در دستگاه به کمیتی گفته می: ر تانسو . 

 
های  های نیرو در دستگاه مولفه. تنسرهای درجه یک مانند بردارها. صفر هستند های اسکالر تنسرهای درجه کمیت

که علاوه بر  باشد که حاصل تقسیم دو بردار است، تنسر درجه دو می تنش. مختلف متفاوتند ولی ماهیت یکسانی دارند

 .بردار نیرو باید بردار سطح مورد نظر هم تعریف شود

دهیم پس از تعیین نیروها در آن مقطع، برای یافتن تنش باید سطح مورد نظر  یبنابراین هنگامی که جسمی را برش م

 .را نیز تعیین کنیم

  

v 

v 

P 
P 

P 
P 



 [13]  
 

y’ 

و دوتای دیگر  (در جهت بردار نرمال سطح)یکی در امتداد محور عمود بر سطح : تنش روی هر سطح سه مولفه دارد 

 .مماس بر سطح و عمود بر هم هستند

 :بینید است  وضعیت نیروها به شکلی به می زنیم برش می ’Dو  Dکه آن را از مقطع  دی زیر را در نظر بگیری حال میله

 

 

 

 

 

 

 

 

 

در برش . که بر سطح مماس است تنش برشی vکند و  که بر سطح عمود است تنش نرمال ایجاد می ’Nدر برش سمت راست 

 سمت راست تنها تنش نرمال داریم

 

 

 

cos 𝜃 =
𝑁′

𝑃
=

𝐴

𝐴′
 

𝜎𝑥 =
𝑁

𝐴
=

𝑃

𝐴
 

𝜎𝑥 ′ =
𝑃 cos 𝜃

𝐴 cos 𝜃 
=

𝑁′

𝐴′
 

𝜎𝑥 ′ =
𝑃cos2θ

𝐴
 

 

   

 

توانیم تنش نرمال در سطح دیگر را به دست  روی یک سطح را داشته باشیم، میبا استفاده از این رابطه اگر تنش نرمال 

 .آوریم

 

  های سطح است، همانطور که بردار نرمال یکی  مساحت یکی از مشخصه. اند مساحت و سطح دو مفهوم جداگانه: تذکر

 .هاست از این مشخصه

 

  مانند نیروی وارد بر پل . شود اگر در جسمی تغییرات نیرویی مکرر داشته باشیم، خستگی در آن ایجاد می: خستگی

 .آن بستگی داردتناوب و تغییرات نیرو خستگی به میزان . که باعث خستگی فولاد خواهد شد

 
 

خورد،  گاهی نظم این جریان به هم می. گرفتکنند در نظر  توان جریان نیرویی که ذرات مجاور به هم وارد می تنش را می

 . گاهی هم تمرکز تنش داریم مانند نقطه اثر نیرو. مانند جایی که تغییر شکل ناگهانی داریم

 

 

 

  

Ɵ 
A’ 

v 

N

’ 

y’ 

x’ 

v 
N’ 

D D’ 

P P 

P N P 

A 

x’ 

P Ɵ 

𝜎𝑥′ = 𝜎𝑥cos2𝜃 

P 
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 :اگر یک المان بسیار کوچک از جسم را جدا کنیم و مورد بررسی قرار دهیم وضعیت تنشهای آن به شکل زیر خواهد بود 

 

 𝜏 𝑥  𝑦 

 

 

 

 

 

σ𝑥𝑥  ،σ𝑦𝑦  ،σ𝑧𝑧  را به اختصار به ترتیب باσ𝑥  ،σ𝑦  وσ𝑧 دهیم نشان می. 

 −τ𝑥+𝑦کنیم، مانند  ها را علامت گذاری می شود تنش ای که تنش به آن وارد می با توجه به جهت نیرو و جهت بردار صفحه

علامت تنش حاصلضرب این دو علامت . است y–و جهت نیروی برشی  x+ی مورد نظر در جهت  که بردار نرمال صفحه

 .شود برای نیروهای فشاری در نظر گرفته می –برای نیروهای کششی و علامت  +های نرمال علامت  برای تنش. است

  توان با هم مقایسه کرد و قابل جمع و تفریق کردن نیستند تنش در دو نقطه را تنها می: تذکر. 

 ها همزمان اثر کنند، مثلاً در هر سه جهت  اگر تنشx  وy  وz م، کرنش نیرو داشته باشیم، تغییر حرارت هم داشته باشی

 :به صورت زیر خواهد بود  xدر راستای 

 

ε𝑥 =
σx

E
− ϑ

σy

E
− ϑ

σz

E
+ lα∆T           (قانون هوک)                 

 

 کنیم  اگر بخواهیم تغییر حجم را محاسبه کنیم از روش تقریبی زیر استفاده می: 

𝑉 + 𝑑𝑉 =  𝑥 + 𝑥𝜀𝑥  𝑦 + 𝑦𝜀𝑦  𝑧 + 𝑧𝜀𝑧 ≈ 𝑉 + 𝑉𝜀𝑧 + 𝑉𝜀𝑦 + 𝑉𝜀𝑥  

𝑑𝑉 =  𝜀𝑧 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑥 𝑉 

𝑑𝑉

𝑉
= 𝜀𝑧 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑥  

  

𝜎𝑦𝑦  

𝜎𝑥𝑥  

𝑧 

𝑦 

𝜎𝑧𝑧  

𝑥 

𝜏𝑥𝑦  

𝜏𝑥𝑧  
𝜏𝑧𝑥  

𝜏𝑧𝑦  

𝜏𝑦𝑥  𝜏𝑦𝑧  

 تنش نرمال

 تنش برشی

 محور نیرو
 صفحه مورد نظر

(نسبیتغییر حجم )  
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 :های برشی  تنش

نامند و  درجه را کرنش برشی می 90تغییر نسبی در زاویه . وقتی تنش برشی داریم تغییر طول نداریم اما تغییر زاویه داریم

 .دهند نمایش می   𝛾آن را با  

 :در آن نیروهای برشی داریم در نظر بگیریم ای  اگر المان کوچکی از میله

 

 

 

شود، تنش برشی تنها در یک راستا ایجاد  بر خلاف تنش نرمال که علاوه بر محور خود سبب کرنش در جهات دیگر نیز می

 .کند کرنش می

tan γ ≈ γ            به دلیل کوچکی زاویه 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜏𝑥𝑦

𝐺
 ,     𝛾𝑥𝑧 =

𝜏𝑥𝑧
𝐺

 ,     𝛾𝑦𝑧 =
𝜏𝑦𝑧

𝐺
 

 

  

γ𝑥𝑦 کنند نیروهای  چون نیروهای برشی گشتاور ایجاد می 

آیند تا از چرخش جلوگیری کنند افقی به وجود می  

𝐺 =
𝐸

2 1 + 𝜗 
 مدول برشی 
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 خلاصو فصل

 مدول الاستیسیته مدول برشی

 تنش نرمال تنش برشی

ای زاویه  طولی 

ی
ارت

حر
 

ε𝑥 =
σx

E
− ϑ

σy

E
− ϑ

σz

E
+ lα∆T 𝛾𝑥𝑦 =

𝜏𝑥𝑦

𝐺
 

 

ε𝑦 =
σy

E
− ϑ

σx

E
− ϑ

σz

E
+ lα∆T 𝛾𝑥𝑧 =

𝜏𝑥𝑧

𝐺
 

 

ε𝑧 =
σz

E
− ϑ

σy

E
− ϑ

σx

E
+ lα∆T 𝛾𝑦𝑧 =

𝜏𝑦𝑧

𝐺
 

 کرنش

𝛾 =
𝜏

𝐺
 𝜀𝑇 = 𝛼∆𝑇 ε =

𝜎

𝐸
 σ =

𝑃

𝐴
 τ =

𝑉

𝐴
 

E 
𝐺 =

𝐸

2 1 + 𝜗 
 

𝑑𝑉

𝑉
= 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 + 𝜀𝑧  



ور ه ميراد نش،ت ليلتح  - لحصام متاومق

ی ارردخوبرر کتد : ادستا

 ژزدوار زهائف  - حقال عم یعل: ن يوتد
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 :ّا زر صفحِ تحلیل تٌص

ّا تٌص زر ّر سطحی کِ هاکسیون است ًبایس  بایس زقت کٌین کِ برای طراحی. تٌص حاصل از کطص، فطار ٍ پیچص را بررسی کرزین

تَاى تٌص زر ّر سطح ٍ هقسار  ّا زر سطَح هرتلف رٍابط ریاضی برقرار است کِ بِ کوک آًْا هی بیي تٌص. ضَزاز حس هجاز بیطتر 

 .ّا را پیسا کرز هاکسیون آى

 

 

 

𝜎 ′
𝑥 = 𝜎𝑥 cos2𝜃  

𝑚𝑎𝑥
    cos θ = 1 → 𝜃 = 0                                   𝜎 ′

𝑥 =
𝜎𝑥

2
 

𝜏 ′ =
𝑃′

𝐴′
=

𝑃sin𝜃 

𝐴
cos𝜃 

=
𝑃

𝐴
sin 𝜃 cos 𝜃    

𝑚𝑎𝑥
      𝜃 =

𝜋

4
                      𝜏′𝑚𝑎𝑥 =

𝜎𝑥

2
 

 

 :ی‌مور‌دایرهّای هسطحِ بِ کوک  بررسی تٌص

 

 

 

 

 

 

 

 𝐹𝑥 ′ = 0  →   𝜎𝑥 ′ 𝐴 − 𝜎𝑥 𝐴 cos θ cos 𝜃 − 𝜎𝑦 𝐴 cos 𝜃 sin 𝜃 − 𝜏𝑥𝑦  𝐴 cos 𝜃 sin 𝜃

− 𝜏𝑥𝑦  𝐴 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 

𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑𝑠
      𝜎𝑥 ′ = 𝜎𝑥 cos2𝜃 + 𝜎𝑦 sin2𝜃 + 2𝜏𝑥𝑦 sin 𝜃 cos 𝜃 

 

 𝐹𝑦 ′ = 0  →   𝜏 ′𝐴 − 𝜎𝑥 𝐴 cos 𝜃 sin 𝜃 + 𝜎𝑦 𝐴 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝜏𝑥𝑦  𝐴 cos 𝜃 sin 𝜃

− 𝜏𝑥𝑦  𝐴 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 

𝑦𝑖𝑒𝑙𝑑𝑠
      𝜏 ′ =  𝜎𝑥 − 𝜎𝑦 cos 𝜃 sin 𝜃 − 𝜏𝑥𝑦  cos2𝜃 − sin2𝜃  

𝜃 

𝑦′ 𝑥′ 

𝜎𝑥′  

𝜏 
𝜏𝑥𝑦  

𝜏’ 

σ′𝑥  

𝜏 

σ𝑥  𝜃 𝑃 𝑃 

𝜎𝑥  

𝜎𝑦  

𝜎𝑥  

𝜎𝑦  

𝜎𝑥  

𝜎𝑦  

𝜏′ 

𝑦 

𝑥 
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:کٌین با استفازُ از رٍابط هثلثاتی رٍابط را بِ صَرت زیر بازًَیسی هی  

𝜎𝑥 ′ =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
+

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
cos 2𝜃 + 𝜏𝑥𝑦 sin 2𝜃 

𝜏 ′ =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
sin 2𝜃 − 𝜏𝑥𝑦 cos 2𝜃 

𝜏𝑥𝑦برای حالتی کِ  =  :است 0

𝜎 ′ =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
+

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
cos 2𝜃 

𝜏 ′ =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
sin 2𝜃 

 با هقایسِ با هعازلات 
𝑋 = 𝑋𝑐 + 𝑅 cos 𝛼
𝑌 = 𝑌𝑐 + 𝑅 sin 𝛼

𝜎تَاى  هی   ′  ٍ𝜏  .را رٍی زایرُ ًظیر کرز ′

 

 

 

 

 

 

 

 .زایرُ ّوَارُ صفر است هرکس زقت ضَز کِ ّر ًقطِ رٍی زایرُ ًظیر یک سطح است ٍ عرض از هبسأ

 

 :سطَح ٍ هحَرّای اصلی:‌نکته‌

  

𝑑 =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
 

𝑥′ 

𝑥 

𝜏′ 

𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
 

2𝜃 
𝜃 

𝑥′ 

𝑥 
σ 

τ 

 طَل هرکس زایرُ

𝜎𝑥′  

 سطَح برش هاکسیون

 .را زارز max  ٍminتٌص برضی زر ایي زٍ سطح صفر ٍ تٌص ًرهال هقسار 
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 ّای جسیس را هحاسبِ کٌیس زٍراى زّین تٌص ٍ کرًصزرجِ  30اگر سطَح را .‌مثال. 

 .گرز ًظیر عسز هٌفی زر زایرُ است ٍ برعکس زقت ضَز کِ پازساعت τبرای تعییي علاهت :‌نکته

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :ّایطاى زرایي هثال سطَح اصلی ٍ تٌص

  

38.6° 

38.6° 

38.6

2
 

𝑚𝑎𝑥 = 134 

𝑦’ 
𝑥′ 

11 
129 23 

60° 

𝑦 

𝑦’ 

𝑥′ 

𝑥 

40 

𝑥  
𝜎 = 120
𝜏 = −40

  

𝑦  
𝜎 = 20
𝜏 = 40

  

70 

40 

120 

20 

70 

30° 

𝑥 

𝑚𝑖𝑛 = 6 
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‌:های‌خاص‌بررسی‌دایره

 :برش‌خالص (1

 

 

 

 

 .زر حالت برش ذالص ّیچ تٌص ًرهالی ٍجَز ًسارز

 

 :محوری‌تنش‌یک (2

‌

‌

 

 :تنش‌هیدرواستاتیکی (3

‌

‌

‌

‌

‌

 ّا زر ّوِ سطَح با ّن برابر ٍ تٌص برضی صفر باضسزر ایي حالت تغییر زاٍیِ تأثیری بر هقسار تٌص  ّرگاُ تٌص

 .ًسارز

𝑑 =
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
= 0  →   𝜎𝑥 = 𝜎𝑦  

 

 

 
𝑑 =

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
2𝜎𝑐 = 𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

       →        
𝜎𝑥 = 𝜎𝑐 + 𝑑 cos 2𝜃
𝜎𝑦 = 𝜎𝑐 − 𝑑 sin 2𝜃

  

 

 بیابیسسطح زیر ّای اصلی را برای  تٌص.مثال. 

 

 

 

 

𝜎ΙΙ = 110 , 𝜎Ι = 10 

18.5 

σ −σ σ 

τ 
𝑥′ 

𝑥 σ 

−σ 

σ 

τ 

σ 

σ 

τ 

σ σ 

σ 
σ 

100 

30 

20 

37° 

𝑥  
𝜎 = 20
𝜏 = −30

  

𝑦  
𝜎 = 20
𝜏 = 30

  

60 

𝜎ΙΙ  

𝜎Ι  
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زهاى اعوال ضًَس چِ زهاًی  ّای عوَزی ٍ برضی ّن ّای چٌسهحَری زاضتِ باضین یا تٌص کِ اگر تٌص برای پاسد بِ ایي پرسص

 :ّای زیازی ٍجَز زارز  زّس، فرضیِ تسلین رخ هی

 .زّس هجاز برسس تسلین رخ هیّرگاُ تٌص اصلی بِ هیساى تٌص : فرضیِ تٌص اصلی هاکسیون  -

 .زّس ّرگاُ تٌص برضی بِ هیساى تٌص هجاز برسس تسلین رخ هی:  فرضیِ تٌص برضی هاکسیون -

 .زّس حس هعیٌی برسس تسلین رخ هیضسُ بِ  ّرگاُ اًرشی شذیرُ: فرضیِ هاکسیون اًرشی  -

 فرضیِ اًرشی ّیسرٍاستاتیکی -

 .ضَز هاکسیون ٍ برای هصالح ًرم از فرضیِ اًرشی استفازُ هیهعوَلااًٌ برای هصاح ترز از فرضیِ تٌص برضی 

 :ّای هاکسیون ضکل کاهل زایرُ هَر برای بررسی تٌص

زایرُ  ٍ زایرُ  𝜎IIزایرُ بیي ًقطِ صفر ٍ  زایرُ اصلی، زایرُ  زایرُ 

 .است 𝜎Iبیي ًقطِ صفر ٍ 

سطح هَرز ًظر هَازی هحَرّا باضس،  طبق ایي زایرُ، ّرگاُ

گر هکاى  کٌین ٍلی ًقاط ّاضَرذَرزُ بیاى رٍی زایرُ حرکت هی

 .باضس ٌّسسی توام سطَح هَرب هوکي کِ بتَاى برش زز هی

 .حاصل از زٍراى حَل زٍ سطح اصلی زیگر است   ٍزٍ زایرُ :‌نکته

 

 

 

 بار .‌مثالP  80را طَری تعییي کٌیس کِ بر اساس فرضیِ برش هاکسیون تٌص برضی هاکسیون از MPa تجاٍز ًکٌس. 

 

 

 

 

 

 

  

𝑅 = 𝑃 , 𝑇 = 5 𝑘 𝑁𝑚 

  

𝜎Ι  

 

𝜎ΙΙ  

 

  

 

𝑇 = 5 𝑘 𝑁𝑚 

 
𝑃 

 
0.5𝑐𝑚     9𝑐𝑚     0.5𝑐𝑚  

 

𝑃 

 

𝑅 

 

5 𝑘𝑁𝑚 

 

𝑇 
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𝑁 = 𝑃,          𝑇 = −5 𝑘 𝑁𝑚 

 

𝜎 =
𝑃

𝐴
  →   𝜎 =

𝑃

19 × 10−4
 

𝑓 = 𝜏𝑡  →   𝜏 =
𝑇

2𝐴𝑚 𝑡
=

5×103

2(9.5×9.5)×10−4×0.5
= 55.4 𝑀𝑃𝑎 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑅 =   
𝜎

2
 

2

+  55.4 2    →    𝑅 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 80 𝑀𝑃𝑎   →    𝜎 = 115.43 𝑀𝑃𝑎 

𝜎 =
𝑃

𝐴
   →    𝑃 = 219 𝑘𝑁 

𝜎 

 

𝑦 

 

𝑁 

 

𝑃 

 

5 𝑘𝑁𝑚 

 

𝑇 

 

R 

𝜎 2  
𝜎 

𝑥  
𝜎

−55.4
  

𝑦  
0

55.4
  

R 

80 𝑀𝑃𝑎 



ش خم  -مقاومت مصالح 

دکتر برخورداری : استاد 

 فائسه روازدژ  -الحق  علی مع: تدوين 
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 خمش

 .ّا رٍی سطح همطغ صفز است در تیز تحت خوص خالص تٌص ٍجَد دارد ٍلی تزآیٌذ ایي تٌص

 

 

 

𝑁:     هؼادلات تؼادل =  𝜎𝑑𝐴 = 0
𝐴

 

     𝑀 =   𝜎𝑑𝐴 𝑦
𝐴

    

 .تَاى آى را لسوتی اس دایزُ در ًظز گزفت طَل خیلی وَچه هی dxگیزد گِ در  تز اثز خوص، تیز ّوَارُ ضىل هٌحٌی تِ خَد هی

 

 

 

 

 

 

 

 :فزضیات

 هاًذ ّز سطح همطؼی وِ هسطح تَدُ تؼذ اس اػوال خوص هسطح تالی هی (1

 .هاًذ ّز همطؼی وِ لثل اس تغییز ضىل تز هحَر تیز ػوَد تَدُ تؼذ اس آى ّن ػوَد تالی هی (2

  

M 

dA 
y 

 گطتاٍر حَل ایي هحَر

dx 

 سطح همطغ تیز

𝑑𝑥 

𝑑𝑥′ > 𝑑𝑥 

𝑑𝑥′′ < 𝑑𝑥 

𝜀𝑥    هحَر خٌثی = 0   

 ّا    هثٌای ساسگاری تغییز ضىل
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𝜀𝑥 =
∆𝑙

𝑙
=

 𝜌−𝑦 𝑑𝜃−𝜌𝑑𝜃

𝜌𝑑𝜃
= −

𝑦

𝜌
   → 

 

 .ضؼاع خویذگی است 𝜌فاصلِ تا هحَر خٌثی ٍ  𝑦هیشاى وزًص وِ در آى 

 

𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥 = −
𝐸𝑦

𝜌
 

𝑁 =  𝜎𝑑𝐴

𝐴

=  −
𝐸𝑦

𝜌
𝑑𝐴

𝐴

= 0   →   −
𝐸

𝜌
 𝑦𝑑𝐴 = 0 

 

 𝑦𝑑𝐴 دّذ هحَر اس هزوش سطح گذضتِ است گز گطتاٍر اٍل سطح است وِ ٍلتی صفز ضَد ًطاى هی تیاى. 

 

𝑀 =   𝜎𝑑𝐴 𝑦
𝐴

=  −
𝐸

𝜌
𝑦2𝑑𝐴

𝐴
= −

𝐸

𝜌
 𝑦2𝑑𝐴    →    𝑴 = −

𝑬𝑰

𝝆
 

 

 .راتطِ خطی دارد ضَد وِ تا فاصلِ اس هحَر اس هحَر لزار دارد اس ایي راتطِ هحاسثِ هی 𝑦تٌص در ّز ًمطِ اس سطح همطغ وِ تِ فاصلِ 

 

 

 

 

 

σ𝑚𝑎𝑥 =
Mmax C

I
=

Mmax
I

C 
=

Mmax

S
 

 

 

 

 

 

  

𝑦 

θ 

ρ 

𝜎𝑥 = −
𝑦𝑀

𝐼
 

 هواى ایٌزسی

ّای هٌفی تٌص  

ّای هثثت تٌص  

ّای صفز تٌص  

S  :هذٍل خوطی همطغ 

ّای ووتز  تحول تٌص  

ّای تیطتز تحول تٌص  

در جایی  توزوش هصالح

ّا تیطتز است وِ تٌص  

ّا تزای تحول خوص  تیزآّي

 طزاحی هٌاسثی دارًذ
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 تٌص ًمطِ . مثالD را در تیز هماتل تیاتیذ. 

 

 

 

 

 

 

𝐴𝑦𝑐 =  𝑦𝑑𝐴 

 

𝑦𝑐 =
 180 × 36 ×

36
2
 + 2  30 × 84 ×  

84
2 + 36  

 180 × 120 − (120 × 84)
= 44.25 𝑚𝑚   →  هحل هحَر خٌثی   

 

𝐼 =
180×363

12
+ 180 × 36 × (26.25)2 + 2  

30×843

12
+ 30 × 84 × 33.752  

 

 

 

𝐼 = 13869000 𝑚𝑚4 

 

𝜎𝐷 =
25 × 103 × 103 × 75.75

13869000
= 136.5 

𝑁

𝑚𝑚2
       →         𝜎𝐷 = 136.5 𝑀𝑃𝑎 

  

M = 25 kN.m  

120 cm 36 cm 

30 cm 
D 

180 cm 

𝐴𝑑2 𝐴𝑑2 
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 :بارگذاری محوری خارج اس مزکش

در صَرتی وِ تار هحَری خارج اس هزوش وِ گذرًذُ اس هزوش جزم . وٌذ تار هحَری گذرًذُ اس هزوش جزم تٌْا ایجاد وطص یا فطار هی

 .وٌذ ًثاضذ، ػلاٍُ تز تٌص ًزهال، ایجاد خوص ًیش هی

 

 

 

 : تزای تحلیل تیز فَق

 

𝑁 : هؼادلات تؼادل = 𝑃 

𝑀 = 𝑃 × 𝑒   →    𝜎 =
𝑃

𝐴
 

𝜎اس آًجا وِ  =
𝑀𝑦

𝐼
 :دارین  

σ =
𝑃𝑒𝑦

I
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .ضَد ّا، یىی اس سِ حالت سیز حاصل هی تستِ تِ همذار ػذدی تٌص

 

 

 :اند خمش عضوهایی که اس چند ماده ساخته شده

𝜀𝑥راتطِ  = −
𝑦

𝜌
 .اس اصل ساسگاری تذست آهذُ ٍ تِ جٌس جسن تستگی ًذارد 

 

𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥    →     
𝜎1 = 𝐸𝜀1

𝜎2 = 𝐸𝜀2

    →   .  تستِ تِ ایٌىِ الواى هَرد ًظز در وذام لسوت جسن ٍالغ است

 

𝑁 =  𝜎𝑇𝑑𝐴

𝐴

= 0   →     −
𝐸1𝑦1

𝜌
𝑑𝐴

𝐴1

+  −
𝐸2𝑦2

𝜌
𝑑𝐴

𝐴2

= 0 

−
𝐸1

𝜌
 𝑦1𝑑𝐴 −

𝐸2

𝜌
 𝑦2𝑑𝐴 = 0         𝑦𝑑𝐴 = 𝑄  

𝐸1𝑄1 + 𝐸2𝑄2 = 0         → 

σ =
𝑃

𝐴
 σ =

𝑃𝑒𝑦

I
 

P

  

e

  

 سطح همطغ تیز

P

  
N

  

M

  

+ 

گطتاٍر خوطیتٌص حاصل اس  تٌص حاصل اس ًیزٍی هحَری  

 یا یا =

E1  

E2  

 .آیذ اس حل ایي هؼادلِ، هىاى هحَر خٌثی جسن تِ دست هی
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𝑀 =  𝜎1𝑦1𝑑𝐴

𝐴1

+  𝜎2𝑦2𝑑𝐴

𝐴2

= −
𝐸1

𝜌
 𝑦1

2𝑑𝐴 −
𝐸2

𝜌
 𝑦2

2𝑑𝐴 

𝑀 = −
𝐸1

𝜌
𝐼1 −

𝐸2

𝜌
𝐼2     → 

 

 :روش مقطع معادل 

. دّین ّایطاى تغییز هی Eدّین ٍ طَل تمیِ را تِ ًسثت  ّزگاُ همطغ تیز ها اس چٌذ جٌس هختلف تاضذ، یىی اس هماطغ را هثٌا لزار هی

 .پس اس آى وافیست هحَر خٌثی ٍ هواى ایٌزسی همطغ هؼادل را تذست آٍرین. گَیین همطغ تذست آهذُ را همطغ هؼادل هی

 

𝐸1𝑄1 + 𝐸2𝑄2 = 0   →    𝐸1𝑄1 +
𝐸2

𝐸1
𝐸1𝑄2 = 0 ,

𝐸2

𝐸1
= 𝑛2  

𝑄1 + 𝑛2𝑄2 = 0   →    𝑄1
′ + 𝑄2

′ = 0   →    𝑄′′ = 0 

 .دٌّذُ ّواى هحَر خٌثی گذرًذُ اس هزوش جزم همطغ جذیذ است راتطِ تالا ًطاى

𝐸1

𝐸1
= 𝑛1 = 1 ,

𝐸2

𝐸1
= 𝑛2  ,

𝐸3

𝐸1
= 𝑛3  ,   … 

 

 

𝜎 =
𝑀𝑦

𝐼
   →     

𝜎1 =
𝑀𝑦

𝐼′

𝜎2 = 𝑛2
𝑀𝑦

𝐼′

  

  :(ضَد در لسوت فصل هطتزن تزش ایجاد هی)ای  ًحَُ تَسیغ تٌص در ػضَّای چٌذ هادُ

  

𝐼1   :گطتاٍر دٍم سطح اٍل ًسثت تِ هحَر خٌثی وِ در تالا هىاى آى هحاسثِ ضذ. 

E1  

E2  

c 

n2b 

I’ هواى ایٌزسی همطغ جذیذ است 

 هحَر خٌثی
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 :بزشی در تیزها های تنش

 :ضَد تز آى ٍارد هی Pگیزین وِ تار  تیز سیز تِ سطح همطغ هستطیل را در ًظز هی

 

 

 

 

 

 

 

 

 :ّا تِ صَرت سیز خَاّذ تَد را تزرسی وٌین تَسیغ تٌص dxاگز طَل وَچه 

 

𝑀1تا تَجِ تِ ًوَدار خوص  ≠ 𝑀2  ٍ𝑀2 > 𝑀1  است: 

𝑀2 = 𝑀1 + 𝑑𝑀 

اگز یه جشء اس الواى فَق را جذا وٌین دارای تَسیغ تٌص تِ ضىل سیز 

 :ضَد  هی

ًیزٍی تزضی . چَى ول جسن در تؼادل است ّز جشء اس آى ّن تایذ در تؼادل تاضذ

F تِ ّویي دلیل ٍجَد دارد. 

 .ضَد الواى جذاضذُ تِ سطح سیزیي الواى ٍارد هی اس Fًیزٍی 

 𝐹𝑥 = 0   →   + 𝜎1𝑑𝐴

𝐴

−  𝜎2𝑑𝐴

𝐴

+ 𝐹 = 0 

→  
𝑀𝑦

𝐼
𝑑𝐴

𝐴

−  
 𝑀 + 𝑑𝑀 𝑦

𝐼
𝑑𝐴

𝐴

+ 𝐹 = 0   →    𝐹 =  
𝑑𝑀 𝑦

𝐼
𝑑𝐴

𝐴

 

𝑄  : ًسثت تِ هحَر خٌثی  سطح جذاضذُگطتاٍر اٍل: 

𝐹 =
𝑑𝑀

𝐼
 𝑦𝑑𝐴 =

𝑑𝑀

𝐼
𝑄 

 

F 

𝜎 =
𝑀1

ℎ
2 

𝐼
 

𝜎 =
𝑀2

ℎ
2 

𝐼
 dx 

M1 

M2 

dx 

h 

b 

P 
 سطح همطغ تیز

V 

M 
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 :حاصل اس تٌص تزضی هَجَد در سطح سیزیي است  Fاس طزفی ایي ًیزٍی 

𝐹 = 𝜏𝐴 = 𝜏 𝑏𝑑𝑥  

→ 𝜏 =
𝑑𝑀𝑄

𝑑𝑥𝑏𝐼
تا تَجِ ایٌىِ                   ∶ 𝑉𝑑𝑥 = 𝑑𝑀    →    

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= 𝑉 

𝜏تٌص تزضی هَجَد در سطح سیزیي وِ در سطح ػوَد تز آى ًیش تِ ّویي همذار  =
𝑉𝑄

𝑏𝐼
 :جزیاى دارد 

 

 

 .راتطِ سْوی دارد ٍلی در ػزض ثاتت است τ  ٍ𝑦ضَد وِ  ًتیجِ هی τ  ٍ𝑄تا تَجِ تِ راتطِ 

خوطی؛ تٌاتزایي دلت وٌیذ وِ تزای  ّا تِ جش در خوص خالص ّن ًیزٍی تزضی ٍجَد دارد ٍ ّن گطتاٍر در توام تارگذاری: نکته

 .تزرسی ضَد 𝜏𝑦ٍ ّن  𝜎𝑦 ّن تحلیل تیزّا

 :تزاتز است تا  𝜏𝑚𝑎𝑥تزای هثال در هستطیل 

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝑉𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑏𝐼

=
𝑉 𝑏 ℎ 2   ℎ 4  

𝑏ℎ3

12
. 𝑏

 

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
3

2

𝑉

𝐴
 

 :ّا  یا هثلاً در سطح همطغ تیزآّي

 

τ𝑎𝑣𝑒 =
V

bh
 

 

 

 

 هگاپاسىال تاضذ، فاصلِ  300اگز هماٍهت هجاس تزضی ّز هیخ . اًذ ّایی تِ یىذیگز هتصل ضذُ دٍ لطؼِ الَار تَسط هیخ. مثال

d چمذر است؟ 

  100 N/m 

20 cm 

4 cm 

4 cm 

 سْوی

b 

 سطح هَرد ًظز ها

h 

d 

3 m 
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 :گیزًذ  الَار تحت ًیزٍی تزضی لزار هیّا در سطح هطتزن دٍ  هیخ

 

𝜏 =
𝑉𝑄

𝑏𝐼
 , 𝐼 =

𝑏ℎ3

12
= 850 𝑐𝑚4 

 

→    𝑉𝑚𝑎𝑥 = 150 𝑁 

𝑄 =  𝑦𝑑𝐴
𝐴

= 2 × 8 × 20 = 160 

 

𝜏 =
150 × 160

850 × 20
= 1.4 

𝑁

𝑐𝑚2
 , 𝐹 = 𝜏𝐴 

2 × 𝐹 = 𝜏 × 𝑏 × 𝑑 

2 × 300 = 1.4 × 20 × 𝑑  →    𝑑 = 21.4 𝑐𝑚 

 

سًین وِ سطح ها تِ دٍ لسوت هجشا تمسین ضَد ٍ لسوتی را  ای تزش هی تٌص یا ًیزٍی تزضی، ّوَارُ تِ گًَِتزای تذست آٍردى : نکته

 .خَاّین ًیش لطغ وٌذ اش را هی وِ ًیزٍی تزضی

 :ّای سیز تزش سد  تَاى تِ ضیَُ ّا هی تزای هثال تزای تذست آٍردى ًیزٍی تزضی در هیخ

 

 

 

 

 

𝜏دلت ضَد وِ در فزهَل  =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
  ،𝑄 گطتاٍر اٍل سطح جذاضذُ ًسثت تِ هزوش جزم ول است .𝐼  ٍ هواى ایٌزسی ول سطح همطغ است

𝑏 ُاین ػزضی است وِ تزش سد. 

  

-150 

150 

V 

𝑦𝑐  

 هحل تزش

 هحل تزش
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 :خمش دومحوری

 :هطاتك ضىل تز تیز اثز وٌذ  Pاگز ًیزٍی  (الف

 

 

 

 

 

 

 

→    𝜎 = −
𝑀𝑦

𝐼
   
𝑀<0
      

 

 

 

 :تِ صَرت سیز تِ تیز ٍارد ضَد  Fاگز ًیزٍی  (ب

 

𝜎 = −
𝑀𝑦 𝑧

𝐼𝑦
 

 

 

 :سهاى ػول وٌٌذ  ّن F  ٍPاگز  (ج

𝜎 = −
𝑀𝑧𝑦

𝐼𝑧
+
𝑀𝑦𝑧

𝐼𝑦
 

𝑦در هزوش هختصات وِ : نکته = 0  ٍ𝑧 =  .تٌص صفز است 0

 .تزای تذست آٍردى هحَر خٌثی وافیست راتطِ تٌص را هساٍی صفز لزار دّین: نکته

𝜎 = −
𝑀𝑧𝑦

𝐼𝑧
+
𝑀𝑦𝑧

𝐼𝑦
= 0       →           𝑦 =

𝑀𝑦

𝑀𝑧
∙
𝐼𝑧
𝐼𝑦
𝑧        ∶ ِ خط  هؼادل

  

F 

𝜎 < 0 

𝜎 > 0 
x 

v 

b 

P 

z 

x 

y 

h 

P 

x 

M 

y 

x 

z 
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 :اگز ًیزٍ اس هزوش جزم ًگذضتِ تاضذ  (د

𝑀y = −
Pb

2
 , Mz = −

Ph

2
 

𝜎 =
𝑃

𝐴
+
𝑀𝑦𝑧

𝐼𝑦
+
𝑀𝑧𝑦

𝐼𝑧
 

 

 :ضَد  وِ تاػث پیچص هی 𝑥گطتاٍر حَل  (ُ 

 

 

 

 

 :ّا جزیاى تزش در جذارًاسن

 .ضَد وِ تٌص تزضی رٍی سطح یىٌَاخت است فزض هی (ّا جذارًاسنهاًٌذ )ّزگاُ ػزض تزش سدُ ون تَد 

 

𝑓 =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
× 𝑏 =

𝑉𝑄

𝐼
 جزیاى تزش       

 

 

 

𝜏 =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
      →             .  هتٌاسة تا 𝑄 تِ صَرت خطی در طَل تغییز هی وٌذ

 

 

𝜏 =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
       →       .  هتٌاسة تا 𝑄 تِ صَرت سْوی در ارتفاع تغییز هی وٌذ

  

𝑀 =
𝑃𝑏

2
 

Mz 

My 

z 

y 

P 
P 

P P 
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  ًوایص تغییزات تٌص تزضی در طَل ٍ ارتفاع: 

 

 

 

  ًوایص جْت تٌص تزضی در طَل ٍ ارتفاع: 

 

 

𝜏 =
𝑉𝑄

𝐼𝑏
 

 

 

 

 

 

 ًَِتز . ضَد ایست وِ اس یه طزف ٍارد ٍ اس طزف دیگز خارج هی در خوص جزیاى تزش تِ گ

 .ٍار تَد خلاف جزیاى تزش در پیچص وِ ّوَارُ دٍراى

 ّا تایذ دلت ضَد وِ تؼادل حَل هزوش سطح تزرسی ضَد ٍ تار تِ جایی ٍارد ضَد وِ در جذارًاسن

 :سطح جذارًاسن ها تحت پیچص لزار ًگیزد 

 

 

 

 

 :تزای پیذا وزدى هحل ٍارد وزدى تا تذٍى ایٌاد پیچص 

  

o 

M 

P 

+ 

 خطی

 سْوی

+تِ سوت پاییي   

وٌین وِ حذالل  ای را اًتخاب هی ًمطِ

اهتذاد دٍ جزیاى تزضواى اس آى ًمطِ 

 .تگذرد تا گطتاٍرضاى صفز ضَد

c 

P 



  [49]   
 

 𝜏
𝑑

0
 𝑏𝑑𝑠 ℎ = 𝑉𝑍𝑠 

 
𝑉𝑄

𝐼𝐵
. 𝑏ℎ.𝑑𝑠

𝑑

0

= 𝑉𝑍𝑠        →      
ℎ

𝐼
 𝑄𝑑𝑠

𝑑

0

= 𝑍𝑠  

اس طزفی ∶ 𝑄 = 𝑏 × 𝑆 ×
ℎ

2
        →        

ℎ2𝑏

2𝐼
 𝑆𝑑𝑆

𝑑

0

= 𝑍𝑠      →     𝑍𝑠 =
ℎ2𝑏𝑑2

4𝐼
 

(𝑍𝑠  :هزوش تزش) 

Zs 

v 

b 
ds 

h 



ش يچپ  - لحصام متاومق

ی ارردخوبرر کتد : ادستا

 ژزدوار زهائف  - حقال عم یعل: ن يوتد
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 :پیچص

پیچص ثبػث  xثبػث خویذگی ٍ گطتبٍر حَل هحَر  y  ٍzداضتِ ثبضین، گطتبٍر حَل هحَرّبی  xای در راستبی هحَر  چٌبًچِ هیلِ

 .ضَد هی

 

 

 

 

 .چرخذ ، ّر سغح ًسجت ثِ سغح هجبٍر هیکٌٌذ ًویّب تغییری  ّب ٍ سغح هقغغ ی پیچص عَل در پذیذُ

 

 

 

 

 

 

 .ضَد پس کرًص ثرضی دارین کِ ًطبى از تٌص ثرضی است هیدر الوبى هَرد ًظر تغییر زاٍیِ هطبّذُ 

 

 : ّر الوبى دیگری را در ًظر ثگیرین ثِ ایي هیساى دٍراى دارد

 

 ثرای حبلتی کِ الوبى رٍی سغح قرار دارد .1

 

 

 تر ثبضذ ثرای حبلتی کِ الوبى ثِ هرکس ًسدیک .2

از هرکس ثِ سوت ثیرٍى افسایص )ی خغی دارد  تٌص ثرضی در ّر ًقغِ ػوَد ثر ضؼبع است، در ّوِ جب ٍجَد دارد ٍ ثب ضؼبع راثغِ

 .(یبثذ هی

  

𝜌 

𝑐 

𝑐𝜑 

𝑐𝜑 T T 
γ 

tan 𝛾 ≈ 𝛾 =
𝑐𝜑

𝑙
 

زاٍیِ دٍراى سغَح 

 اًتخبثی ًسجت ثِ ّن

 γ فبصلِ سغَح اًتخبثی

γ =
𝑐𝜑

𝑙
 

γ =
𝜌𝜑

𝑙
 

τ = 𝐺𝛾 γ =
𝜌𝜑

𝑙
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 .کٌین از اًتگرال استفبدُ هی Tثرای یبفتي . دّذ حَل هحَر هیلِ را ًتیجِ هی Tگطتبٍر  ،ثرآیٌذ ایي ًیرٍّبی ثرضی

 

 (𝜏𝑑𝐴)𝜌 = 𝑇 

 

 

 

  
𝐺𝜑

𝑙
𝜌 .𝜌.𝑑𝐴 =  

𝐺𝜑

𝑙
𝜌2.  2𝜋𝜌 𝑑𝜌 

 

𝑇 =
𝐺𝜑 .2𝜋

𝑙
 𝜌3𝑑𝜌
𝑐

0
=

𝐺𝜑

𝑙
∙
𝜋𝑐4

2
 

 

 

 گیرین ّب در ًظر هی اًتگرال را حذٍد ضؼبع اگر استَاًِ تَخبلی ثبضذ، حذٍد. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .را ًیس هحبسجِ کٌیذ  𝜏𝑚𝑎𝑥  .هیلِ را ثیبثیذدر ضکل هقبثل زاٍیِ پیچص . مثال

 

 
𝑻 = 𝟑𝟎𝟎 𝒌 𝑵𝒎, 𝑬 = 𝟐𝟎𝟎 𝑮𝑷𝒂 , 𝑱 = 𝟎.𝟐𝟓 𝒌𝒈.𝒎𝟐

𝒄 = 𝟐 𝒄𝒎 , 𝒍 = 𝟏𝟐𝟎 𝒄𝒎
  

φ =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
= 0.018 𝑟𝑎𝑑 , 𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝐺𝛾𝑚𝑎𝑥 = 𝐺

𝑐𝜑

𝑙
= 𝐺

𝑐

𝑙
∙
𝑇𝑙

𝐺𝐽
 ⟹  𝜏𝑚𝑎𝑥 =

𝑇𝑐

𝐽
 

𝑑𝐴 𝜏 

𝑑ρ 

ρ 

 ثبزٍی گطتبٍر ًیرٍی داخلی جسیی

 (J) هوبى ایٌرسی قغجی دایرُ

𝑇 =
𝐺𝜑

𝑙
∙ 𝐽 

φ =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
 ∆𝑙 =

𝑁𝑙

𝐸𝐴
 

 ػبهل هَلذ ػبهل هَلذ

 ػبهل هقبٍم ػبهل هقبٍم

ثبثت  T  ٍJکِ  lثرای عَلی از 

 ثبضٌذ

ثبثت  N  ٍAکِ  lثرای عَلی از 

 ثبضٌذ
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50 cm 

 زاٍیِ پیچص سغح . مثالC  را ًسجت ثِ سغحA ثذست آٍریذ. 

 

 

𝜑𝐶−𝐴 = 𝜑𝐵−𝐴 + 𝜑𝐶−𝐵  

 

 

  : کٌین را هحبسجِ هی A ًسجت ثِ  Bاثتذا زاٍیِ پیچص 
𝒄 = 𝟐 𝒄𝒎

𝑮 = 𝟖𝟎 𝑮𝑷𝒂
  

 
 

𝑇 + 200 = 0 ⟹ 𝑇 = −200 𝑁𝑚 

𝜑𝐵−𝐴 =
−200 × 50 × 10−2

80 × 109 × 25 × 10−8
= −0.005 𝑟𝑎𝑑 

 

 

 

 :کٌین  را هحبسجِ هی Bًسجت ثِ  Cحبل زاٍیِ پیچص 

 

 

𝑇 + 200 − 400 = 0 ⟹ 𝑇 = 200 𝑁𝑚 

𝜑𝐶−𝐵 =
200 × 70 × 10−2

80 × 109 × 25 × 10−8
= 0.007 𝑟𝑎𝑑 

 

 

𝜑𝐶−𝐴 = 0.002 𝑟𝑎𝑑 

 

 

 200ثرای تؼییي هقذار هبکسیون جْت ثرش هْن ًیست، هقذار آى هْن است کِ در ّوِ جب قرار دارد؟   𝜏𝑚𝑎𝑥در کجب . سوال

Nm است. 

 

 

را ًرخ پیچص ًیس  θ. در ٍاحذ عَل است کِ در ایي ٍاحذ کَچک ثقیِ پبراهترّب ثبثت است ساویه پیچص نسبی θ: نزخ پیچص 

 .ًبهٌذ هی

θ =
φ

𝑙
  →   θ =

T

GJ
 

  

200 Nm 

T 
200 Nm 

 الؼول ػکس

400 Nm 200 Nm 

70 cm A B C 

400 Nm 

50 cm 

 الؼول ػکس

T 

 هَرد ًیبز پیچصّبی  فرهَل

𝜑 =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
 

𝜑 = 𝜃𝑙 
𝜏 =

𝑇𝑟

𝐽
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هبدُ را در جبیی کِ تٌص 

کٌذ تر است هتورکس هی ثسرگ  

 درکجب ثرش هبکسیون است؟ هقذار آى را هحبسجِ کٌیذ. هیساى پیچص را حسبة کٌیذ. مثال. 

 

 

 
 .ًَیسین کٌین ٍ رٍاثظ تؼبدل را هی رسن هیاثتذا دیبگرام آزاد را  

 

Type equation here. 

 

 

𝑇𝐶 + 𝑇𝐴 = 𝑇0 یک درجِ ًبهؼیي 

 .صفر است Cًسجت ثِ  Aچَى ّر دٍ عرف هیلِ فیکس است پیچص  عجق اصل سبزگبری

φ𝐶−𝐴 = φB−A + φC−B = 0 

𝜑𝐵−𝐴 =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
         →                                                 →       𝑇 = 𝑇𝐴  

𝜑𝐵−𝐴 = −
𝑇𝐴𝑎

𝐺𝐽
 

𝜑𝐶−𝐵 = −
𝑇𝑙

𝐺𝐽
        →                                              →       𝑇 = 𝑇𝐶  

𝜑𝐶−𝐵 = −
𝑇𝐶𝑏

𝐺𝐽
 

ّب  است جْت تغییر زاٍیِ 𝜑𝐵−𝐴حبلت  Tت ثب ُج ّن Tثرش را از چپ زدین ثٌبثرایي ثب ایي کِ  𝜑𝐶−𝐵دقت ضَد کِ ثرای هحبسجِ  

 .این از ایي رٍ یکی را هٌفی ٍ دیگری را هثجت در ًظر گرفتِ. خلاف ّن است

𝜑𝐵−𝐴 + 𝜑𝐶−𝐵 = 0  ⟹   𝑇𝑐𝑏 − 𝑇𝐴𝑎 = 0  ⟹   𝑇𝐴 =
𝑏

𝑎
𝑇𝐶  

 𝑇𝐴 =
𝑏

𝑎
𝑇𝐶

𝑇𝐶 + 𝑇𝐴 = 𝑇0

   ⟹    
𝑇𝐴 =

𝑏𝑇0

𝑙

𝑇𝐵 =
𝑎𝑇0

𝑙

  

𝑖𝑓   𝑎 ≻ 𝑏   ⟶    𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝑇𝐵𝑐

𝑙
=
𝑎𝑇0𝑐

𝑙2
 

  ی تَپر دارد، ثٌبثرایي  ی تَخبلی ضؼبع ثیطتری ًسجت ثِ لَلِ ثب جرم یکسبى لَلِ: نکتهJ  ِی  آى ثسرگتر است ٍ ثر اسبس راثغ

ّبی  از ایي رٍ لَلِ. ی تَخبلی جرم کوتری ًیبز است یکسبى ثب لَلِ Jّوچٌیي ثرای داضتي .هَجَد، تٌص ثرضی آى کوتر است

 .ترًذ تَخبلی ثرای تحول پیچص هٌبست

  

ّبی ثسرگتر تٌص  

ّبی کَچکتر تٌص  

𝑇0 

𝑇0 

𝑇A  

𝑙 

𝑎 𝑏 

𝐴 𝐶 𝐵 

𝑇C  

𝑇A  𝑇 

𝑇 𝑇C  
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 ای خَاّذ  در ایي حبلت هیلِ ضتبة زاٍیِ. در ایي حبلت دٍراى دارین، ًِ پیچصچٌبًچِ هیلِ تحت گطتبٍر خبلص ثبضذ، : تذکز

گبُ  لص ًذاضتِ ثبضین، یؼٌی ػبهل هقبٍم داضتِ ثبضین اهب هیلِ تکیِاچٌبًچِ هیلِ تحت گطتبٍر ثبضذ اهب گطتبٍر خ. داضت

تبة ًذارد یؼٌی در حبلت تؼبدل است اهب در ایي حبلت هیلِ ش. کٌذ ًذاضتِ ثبضذ، در ایي حبلت هیلِ ثب سرػت ثبثت دٍراى هی

 .تؼبدل استبتیکی ًسیت

 𝑃 = 2𝜋𝑓.𝑇 

 

 

 اگر  .مثال𝜏𝑤 = 60 𝑀𝑃𝑎  ،ِقغر خبرجی لَل = 50 𝑚𝑚  ،𝑓 = 20 𝐻𝑧  ،𝑃 = 100 𝑘𝑊  ضخبهت لَلِ را عَری

 .ضَد MPa  60ثیبثیذ کِ تٌص هجبز

 

𝑃 = 2𝜋𝑓𝑇   →    𝑇 = 796 𝑁𝑚  

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝑇𝑐

𝐽
   →    60 × 106 =

796 × 0.025
𝜋
2
 (50 × 10−3)4 − 𝑟4 

 

𝑡 = 4.4 𝑚𝑚 

 

 

  ّبی جذارًبزک ضؼبع را  در هیلِ: نکتهre گیرین کِ هیبًگیي ضؼبع خبرجی ٍ داخلی است هی. 

 

 

𝐽 = 2𝜋𝑟𝑒𝑡 .  𝑟𝑒
2 

 

 :دنده و سنجیز و تسمه متصل به قزقزه ل چزخمسائ

ًکتِ کلیذی در ایي هسبیل ایي است کِ ًیرٍیی کِ از عریق دًذُ یب زجیر ثِ ّرکذام از 

 .ضَد ثر اسبس قبًَى سَم ًیَتي یکسبى است ّب ٍارد هی ّب یب قرقرُ دًذُ چرخ

 

 

 

 

 :هثلاً در قرقرُ ٍ تسوِ 

 𝑇1 = 𝐹𝑅1 

 →      𝑇1

𝑇2
=

𝑅1

𝑅2
 

𝑇2 = 𝐹𝑅2  

  

 گطتبٍر ثسبهذ تَاى

ای در اهتذاد  سرػت زاٍیِ

 گطتبٍر

𝑡 =? 

𝑟𝑒  
𝑡 

𝑅1  

𝐹 

𝑅2  

𝐹 
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 .ّبیی کِ ثِ ّن هتصلٌذ ثراثر است ی قرقرُتَجِ کٌین کِ سرػت ٍ ضتبة خظدر ایي هسبیل چٌبًچِ حرکت داضتِ ثبضین ثبیذ : تذکز

 

 هقذار  .مثال𝜑𝐶−𝐵  ٍ𝜑𝐷−𝐵 را هحبسجِ کٌیذ .(G = 27 GPa) 

 

 

 

 

 

 

                                                                            𝑇 = 0 

 

                                                                            𝑇 − 200 = 0   →    𝑇 = 200 𝑁𝑚 

 

𝜑𝐶−𝐵 =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
 , 𝐽 =

𝜋𝑟4

2
=
𝜋 22 4 × 10−12

2
= 3.68 × 10−7𝑚4 

𝜑𝐶−𝐵 =
200 × 1.2

27 × 109 × 3.68 × 10−7
= 0.024 𝑟𝑎𝑑 

 

 

                                                                            𝑇 − 500 = 0   →    𝑇 = 500 𝑁𝑚 

 

𝜑𝐷−𝐶 =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
 , 𝐽 =

𝜋𝑟4

2
=
𝜋 24 4 × 10−12

2
= 5.21 × 10−7  𝑚4 

𝜑𝐷−𝐶 =
500 × 0.9

27 × 109 × 5.2 × 10−7
= 0.032 𝑟𝑎𝑑 

 

 

𝜑𝐷−𝐵 = 𝜑𝐷−𝐶 + 𝜑𝐶−𝐵 = 0.024 + 0.032 = 0.056 𝑟𝑎𝑑 

  

B 

A 
𝑑 = 40 𝑚𝑚  

0.9 m 1.2 m 1 m 

D B C 

200 Nm 300 Nm 

𝑑 = 44 𝑚𝑚 𝑑 = 48 𝑚𝑚 

500 Nm 

A T 

A T 

200 Nm 

A 

B C 

T 

200 Nm 300 Nm 
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 ی پبییٌی در ًقغِ  در دستگبُ رٍثرٍ هیلِ. مثالA  ِآزاد ٍ در ًقغD 

ی پبییٌی  ٍ قغر هیلِ 60mmی ثبلایی  قغر هیلِ. گیردار است

42mm اگر . است𝑇𝐴 = 1.2 𝑘𝑁𝑚  ٍ𝐺 = 77.2 𝐺𝑃𝑎   ،ثبضذ

𝜑𝐴−𝐷 را حسبة کٌیذ. 

 

 

 

 : جْت اػوبل گطتبٍر را هثجت ثگیرین، اگر کٌین را حسبة هی 𝜑𝐴−𝐵اثتذا 

 

φ𝐴−𝐵 =
+1200 × 1.6

77.2 × 109 ×
π
2

× 214 × 10−12
= 0.081 rad 

 

تر اضبرُ  عَر کِ پیص ّوبى. را ثذست آٍرین Cدًذُ  ثرای ایي کبر ثبیذ گطتبٍر ٍارد ثر چرخ. کٌین را حسبة هی 𝜑𝐶−𝐷حبل 

از عرفی چَى دستگبُ . کٌٌذ ثر اسبس قبًَى سَم ًیَتي ثب ّن ثراثرًذ ّب در هحل توبس ثِ ّن ٍارد هی دًذُ کردین، ًیرٍیی کِ چرخ

ثررسی  Aزاٍیِ دستگبُ را از . ثبضذ Tضَد ثبیذ ثراثر ثب  از عریق ایي ًیرٍ ٍارد هی Bدًذُ  در حبلت تؼبدل است گطتبٍری کِ ثِ چرخ

 :کٌین هی

𝑇1 = 𝐹 × 0.08 = 1200   →    𝐹 = 15 𝑘𝑁 

𝑇2 = 15000 × 0.24 = 3600 𝑁𝑚 

 

 

𝜑𝐶−𝐷 =
−3600 ×1.2

77.2×109×
π

2
×304×10−12

= −0.044 rad 

 

 .چرخبًذ را ًیس هی Bدًذُ  ثب چرخیذى، چرخ Cدًذُ  ثبیذ ثِ ًکتِ دیگری ًیس تَجِ کٌین کِ چرخ 𝜑𝐴−𝐷ثرای ثرای هحبسجِ 

ّب  دًذُ هحیظ چرخثخطی از است ثبیذ تَجِ کٌین کِ  Cکِ هیساى چرخص  𝜑𝐶−𝐷از رٍی  Bهیساى چرخص  𝜑𝐵ثرای هحبسجِ 

 .دٌّذُ ّب هخبلف است دقت داضتِ ثبضیذ کِ جْت چرخص چرخ .در ّر دٍ یکسبى است (s)کٌذ  کِ در توبس ثب ّن حرکت هی

𝑠 = 𝑅𝜑
𝐶

= −𝑟𝜑
𝐵

   →    0.24 × −0.044 = −0.08 × 𝜑
𝐵

 

φ𝐵 = 0.132 rad 

 

 

𝜑𝐴−𝐷 = 𝜑𝐴−𝐵 + 𝜑𝐵 = 0.213 𝑟𝑎𝑑 

𝑇1 = 𝐹𝑟 

240 mm 

T 

B 

D 

A 
80 mm 

A B 

1.6 m 

1.2 m 

C 

F 

F 

𝑇2 = 𝐹𝑅 
R 

r 

 ػکس الؼول

D 

C 

φ𝐵 

φ𝐶  

R 

r 
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 ای ثِ عَل  هیلِ. مثال𝑙 ِای  حَل یک سر خَد ثب سرػت زاٍی𝜔 ضذُ تغییر عَل هیلِ چقذر  دادُ در لحظِ ًطبى. کٌذ دٍراى هی

 است؟

 

 

ای دٍراى کٌذ ثبیذ  حَل ًقغِ 𝜔ای ثبثت  ّر جسن ثرای ایي کِ ثب سرػت زاٍیِ

𝐹ًیرٍیی هؼبدل  = 𝑚𝑎  ِک𝑎 = 𝑟𝜔2 در ایجب . ضتبة هرکسگراست ثِ آى ٍارد ضَد

 .هتغیر است 𝑟هتغیر است چَى ٍل هیلِ طدر ایي ًیرٍ 

گیرین ثِ عَری کِ ثتَاى ًیرٍی دٍ عرف آى را ثراثر در ًظر گرفت ٍ ثِ  ثرای هحبسجِ تغییر عَل هیلِ الوبى ثسیبر کَچکی در ًظر هی

 .مکٌی گیری تغییر عَل هیلِ را هحبسجِ هی آٍرین ٍ ثب اًتگرال ثب هحبسجِ تٌص، کرًص را ثذست هی. ایي عریق تٌص را هحبسجِ ًوَد

 

 

 

 

 

 :کٌین  حسبة هی 𝑟اثتذا ًیرٍ را در فبصلِ 

 

𝑑𝐹 = 𝑑𝑚. 𝑥𝜔2 =  𝜌𝐴𝑑𝑥 . 𝑥𝜔2 

𝐹 =  𝜌𝐴𝜔2𝑥𝑑𝑥

𝑙

𝑟

=
𝜌𝐴𝜔2

2
 𝑙2 − 𝑟2  

σ =
𝐹

𝐴
=
𝜌𝜔2

2
 𝑙2 − 𝑟2  

 

 

 :گیرین را در ًظر هی 𝑑𝑙حبل کِ تٌص را در الوبى هَرد ًظر ثذست آٍردین، ثرای ّر الوبى تغییر عَل 

 

𝑑𝑙 =
𝜍𝑑𝑟

𝐸
 

∆𝑙 =  𝑑𝑙 =  
𝜌𝜔2

2𝐸
 𝑙2 − 𝑟2 𝑑𝑟

𝑙

0

 

∆𝑙 =
𝜌𝜔2𝑙3

3𝐸
 

  

o 𝑙 

𝜔 

𝑙 − 𝑟 

𝐹 



 [25]  
 

 .ضَد ّبی ثرضی ٍارد هرحلِ پلاستیک هی کٌین کِ هیلِ ثر اثر تٌص ّبیی را ثررسی هی در اداهِ هجحث پیچص حبلت

اگر ایي . ّب را از رٍی ٌّذسِ ضکل ثذست آٍرد تَاى ارتجبط آى ّبی ٍاثستِ دارًذ کِ هی ّبی ًبهؼیي تغییر عَل سیستن: یادآوری

 اغلتدر ایي هَارد . ّبی پلاستیک ٍ الاستیک ثب ّن ثِ تؼبدل ثرسٌذ ّب ٍارد هرحلِ پلاستیک ضًَذ ٌّگبم ثبرثرداری ثبیذ قسوت سیستن

 .تٌص پسوبًذ دارین

 

 

 

از آًجب کِ تٌص . کٌذ تریي تٌص ثرضی هیلِ ثِ تٌص تسلین ثرسذ، هیلِ از سغح ثِ هرکس ضرٍع ثِ پلاستیک ضذى هی سغحیاگر 

. رسٌذ تر ثِ ترتیت ثِ تٌص تسلین هی ّبی داخلی تَاًذ ثیص از ایي هقذار ضَد، ثرای تَلیذ گطتبٍر اػوبل ضذُ تٌص ثرضی سغح ًوی

 .قذار رسیذ هیلِ هٌْذم خَاّذ ضذتریي تٌص ثِ ایي م ٌّگبهی کِ هرکسی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ِدر حبلتی ک𝑇𝑦 < 𝑇 < 𝑇𝑢 ثبضذ ثخطی از هقغغ، الاستیک ٍ ثخص دیگر ٍارد هرحلِ پلاستیک ضذُ است. 

  

گطتبٍری کِ ثِ ازای . دارین 𝑇𝑦گطتبٍری ثراثر 

 .ضَد تریي ًقغِ تسلین آغبز هی آى در سغحی

دارین کِ حذاکثر گطتبٍر  𝑇𝑢گطتبٍری ثراثر 

 .قبثل اػوبل ثِ هیلِ پیص از گسیختگی است

τ =
𝑇𝜌

𝐽
 

ینتٌص تسل  

τ𝑦  

𝜏 

𝛾 

τ𝑦  

 در حبل افسایص ثبثت

تب جبیی کِ ّوِ هقغغ 

 پلاستیک ضَد

𝑑𝑇 = 𝜏𝑦𝑑𝐴. 𝑟 = 𝜏𝑦 2𝜋𝑟𝑑𝑟 . 𝑟 

𝑇𝑢 =  2𝜋𝜏𝑦𝑟
2𝑑𝑟

𝑐

0

 

𝑇𝑢 =
2𝜋𝑐3

3
𝜏𝑦  

 

 

𝑑𝑇 = 𝜏𝑑𝐴. 𝑟 = 𝜏 2𝜋𝑟𝑑𝑟 . 𝑟 

𝑇𝑦 =  2𝜋(
𝑟

𝑐
𝜏𝑦)𝑟2𝑑𝑟

𝑐

0

 

𝑇𝑢 =
𝜋𝑐3

2
𝜏𝑦  

 

 
𝜏 =

𝑟

𝑐
𝜏𝑦  
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𝑻𝒚بزرسی حالت  < 𝑇 < 𝑻𝒖 : 

 

𝑇 = 𝑇𝑒 + 𝑇𝑝  

 

 

𝑇𝑒 =
𝜋𝜌𝑦

3

2
𝜏𝑦  

𝑇𝑃 =  (2𝜋𝑟𝑑𝑟)𝜏𝑦𝑟

𝑐

𝜌𝑦

=
2𝜋

3
 𝑐3 − 𝜌𝑦

3 𝜏𝑦  

 

𝑇 =  
2𝜋

3
𝑐3 −

𝜋

6
𝜌𝑦

3 𝜏𝑦  

 

ثخص الاستیک توبیل ثِ ججراى کبهل تغییر ضکل . ّبی ٍاثستِ را خَاّین داضت ثبزگطت تغییرضکل را دٍثبرُ صفر کٌین 𝑇حبل اگر 

در ایي حبلت ثخص هَهسبى قسوتی از تغییر ضکل دائوی . خَد را دارد در حبلی کِ ثخص الاستیک دچبر تغییر ضکل دائوی ضذُ است

ثٌبثرایي ثب ایي کِ . ضَد زگردد ثٌبثرایي تٌص آى صفر ًویتَاًذ کبهلاً ثِ حبلت اٍلیِ ثب یکٌذ ٍ ثخص کطسبى ًن را تحت تٌص ججراى هی

 .استتنص پسماند ثبر ًذارین اهب تٌص دارین کِ ّوبى 

 

 

 

 

 

 اگر . مثال𝑇 = 14 𝑘𝑁𝑚  ٍ𝜏𝑦 = 120 𝑀𝑃𝑎  ،𝜌𝑦 ضؼبػی از هیلِ را کِ ٌَّز تسلین ًطذُ ثیبثیذ. 

 

𝑇 =  
2𝜋

3
𝑐3 −

𝜋

6
𝜌𝑦

3 𝜏𝑦  

14 × 103 =  
2𝜋

3
 4 × 10−2 3 −

𝜋

6
𝜌𝑦

3 × 120 × 106  

 

 .تر ثذست آٍردین، ثذست آهذ، جَاة هسئلِ را خَاّین یبفت ای کِ پیص ثب حل هؼبدلِ ثبلا کِ ثر اسبس راثغِ

  

 تٌص پسوبًذ

 قسوت کطسبى

قسوت هَهسبى 

(ضذُ تسلین)  

𝜌y  

𝜏 

𝛾 

کِ قسوت تسلین  کرًطی

 ضذُ توبیل ثِ تَقف دارد
 زاٍیِ ًْبیی قسوت هَهسبى

قسوت کطسبى اًتْبیی کرًص  

𝜌y  

4cm 
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 :های جدارناسک لولهپیچص در 

 

 

 

Σ𝐹𝑥 = 0   →    𝜏2 𝑡2𝑑𝑥 − 𝜏1 𝑡1𝑑𝑥 = 0 

𝜏1𝑡1 = 𝜏2𝑡2 = ⋯ = 𝜏𝑛𝑡𝑛  

 

 .است 𝑓گَیین کِ در کل جذارُ هقذار آى ثبثت ٍ ثراثر ثب  هی جزیان بزشضرة ثرش در ضخبهت،  ثِ حبصل

 

𝑓 = 𝜏𝑡 

 

 :ّبی جذارًبزک ثرای ثذست آٍردى گطتبٍر در لَلِ

 

𝑑𝑇 = 𝑑𝐹. ℎ =  𝜏𝑑𝐴 .ℎ =  𝑡𝑑𝑠 . 𝜏ℎ   →    𝑑𝑇 = 𝜏𝑡ℎ𝑑𝑠 

𝑑𝑆 =
1

2
ℎ𝑑𝑠   →    ℎ𝑑𝑠 = 2𝑑𝑆 

 

𝑑𝑇 = 2𝜏𝑡𝑑𝑆 = 2𝑓𝑑𝑆   →    𝑇 = 2𝐴𝑚𝑓 

 

 

 

 

 

 

 .را در ّر ًقغِ ثذست آٍرینٍ گطتبٍر، تٌص ثرضی  (𝐴𝑚)ثٌبثرایي ثب داضتي هسبحت کل جذارُ 

 

 اگر . مثال𝑇 = 10 𝑁𝑚  ،ثبضذ𝜏𝑚𝑎𝑥 را ثذست آٍریذ. 

 

𝐴𝑚 ≅ 10 × 6 = 60 𝑐𝑚2 

𝑓 =
𝑇

2𝐴𝑚
=

10

2 × 60 × 10−4
= 833

𝑁

𝑚
 

𝑓 = 𝜏𝑡   →    833 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 𝑡𝑚𝑖𝑛 = 𝜏𝑚𝑎𝑥 × 2 × 10−3  

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 416 × 103𝑃𝑎 

 

 

 اگر . مثال𝜏𝑦 = 80 𝑀𝑃𝑎  ،ثبضذ𝑇𝑦 را حسبة کٌیذ. 

 

𝑓 = 𝜏𝑡   →    𝑓 = 80 × 106 × 3 × 10−3 = 24 × 104  

𝑓 =
𝑇

2𝐴𝑚
 , 𝐴𝑚 ≅ 25 × 10−4𝜋 

𝑇 = 1200𝜋 𝑁𝑚 

  

𝑡1  

𝑡2 

𝜏1 , t1  

𝜏2 , t2  

𝑑𝑥 

o 

h 

S  𝑑𝑠 

𝑓 =
𝑇

2𝐴𝑚
 𝜏 =

𝑇

2𝐴𝑚 𝑡
 

3 𝑚𝑚 

10 𝑐𝑚 

2 mm 
6 cm 

10 cm 

3 mm 
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 :مقاطعدیگز بزرسی 

 :ازک ثبضذ ثِ صَرت هستغیل ىاگر هقغغ 

                   τ𝑚𝑎𝑥 =
T

c1ab2  ,       𝑎 > 𝑏 

 𝑐1  ثستگی ثِ ًسجت
𝑎

𝑏
 .دارد کِ جس هؼلَهبت هسئلِ است 

 :ّب در ًظر گرفت  ای از هستغیل تَاى ثِ صَرت هجوَػِ اضکبل زیر را هی

 

 

              →              τ𝑚𝑎𝑥 =
T

 𝑐1ab2 

 

 

 اگر . مثال𝜏𝑦 = 80 𝑀𝑃𝑎  ،𝑐1 =
1

3
𝑇𝑦ثبضذ،   =? 

 

 

 

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝑇

1
3 𝑎𝑏2

   →    80 × 106 =
𝑇

1
3  3 × 10−3 2 × 10𝜋

   →    𝑇 = 73 𝑁𝑚 

 

 

 

 

 73ٍ در حبلت ثبز  3800ثیٌین تٌص تسلین در لَلِ جذارًبزک در حبلت ثستِ حذٍد  ثب هقبیسِ دٍ هثبل قجل هی: نکته 

دٌّذ ٍ اغلت از آًْب استفبدُ  جذارًبزک ثستِ در ثراثر پیچص هقبٍهت ثسیبر ثیطتری ًطبى هیّبی  یؼٌی لَلِ. هتر است ًیَتي

 .ضَد هی

  

3 𝑚𝑚 

 
a 

b 

10 𝑐𝑚 
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 :های جدارناسک نحوه محاسبه ساویه پیچص در لوله

 :(جس هؼلَهبت هسئلِ است 𝑐2) جدارناسک باس (1

 کٌذ ًویتغییر  𝑡است، کِ در آى ضخبهت  𝑙ثرای عَلی از  𝜑ایي 

 

 

 :جدارناسک بسته (2

داًین در ثخص الاستیک تٌْب اًرشی هکبًیکی از  هی. گیرین در ایي حبلت از قضیِ کبر ٍ اًرشی کوک هی 𝜑ثرای ثذست آٍردى 

ثِ دلیل ٍجَد ًیرٍ ٍ جبثحبیی  .کٌین ٍ حرکتی ًذارین جٌس پتبًسیل است ًِ جٌجطی چَى هسئلِ را در حبل تؼبدل ثررسی هی

 .ضَد م کِ ثِ صَرت اًرشی پتبًسیل در جسن رخیرُ هیدر خَد جسن کبر داری

 

 .گَیٌذ ضَد کِ ثِ آى کبر داخلی هی ّبی داخل جسن کبر اًجبم هی ثِ ازای کرًص: نکته 

 

کبر داخلی در ایي الوبى = 𝐹.  جبثجبیی

𝑑𝑊 = 𝜍𝑥𝐴. 𝜀𝑥𝑑𝑥 = 𝜍𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧 𝜀𝑥𝑑𝑥 = 𝜍𝑥𝜀𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

 

 

 . ایي اًتگرال ثبیذ ثراثر ثب کبر خبرجی ثبضذ. گیرین ثرای ثذست آٍردى کبر داخلی از ایي ػجبرت رٍی حجن کل اًتگرال هی

 

1

2
 𝜍𝑥𝜀𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑉

=
𝜍𝑥

2

2𝐸
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

=
𝜍𝑥

2

2𝐸
𝐴𝑙 

=
1

2

𝑁2𝐴𝑙

𝐴2𝐸
=

1

2

𝑃2𝑙

𝐸𝐴
=

1

2
𝑃∆𝑙 

 

 

 :ضَد، ًوَدارش ثِ صَرت زیر است چَى ًیرٍ ّویطِ ثِ صَرت تذریجی ٍارد هی

 

𝑊 =
1

2
𝑃∆𝑙  

 

 

 :اهب تٌص هَثر در پیچص تٌص ثرضی است

1

2
𝐹. جبثجبیی =  کبر اًجبم ضذُ در ایي الوبى

1

2
τ 𝑑𝑥𝑑𝑧 .𝛾𝑑𝑦 

1

2
𝜏𝛾𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

1

2

1

𝐺
𝜏2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

𝑢 =
1

2

1

𝐺
𝑙 𝜏2𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝑙𝑓2

2𝐺
 
𝑑𝑦𝑑𝑧

𝑡2

𝐴

=
𝑙𝑓2

2𝐺
 

𝑡𝑑𝑠

𝑡2
𝑆

 

 

𝑑𝑧 

φ =
𝑇𝑙

c2ab3G
 

𝜀𝑑𝑥 

𝜍𝑥  𝑑𝑦 

𝑑𝑥 

∆𝑙 

𝑃 

𝜏 

𝛾 𝑑𝑦 

𝛾𝑑𝑦 

𝑑𝑥 

𝑑𝐴 = 𝑡𝑑𝑠 
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 :هقذار کبر داخلی ثبیذ ثراثر ثب کبر خبرجی ثبضذ

 
𝑙𝑇2

8𝐴𝑚
2𝐺
 

𝑑𝑠

𝑡𝑆
=

1

2
𝑇𝜑 

 

 

 اگر : نکته𝑡  ٍ ُثبثت ثبضذ از اًتگرال ثیرٍى آهذ 𝑑𝑠
𝑆

 .ثراثر هحیظ جذارُ است 

 در ّر سغحی کِ تٌص ثرضی داضتِ ثبضین حتوبً  تٌص رٍی سغح ػوَد ثر آى ّن تٌص ٍجَد دارد کِ از ًظر اًذازُ ایي  :نکته

 .گًَِ ًیست ّبی ػوَدی ایي در حبلی کِ در تٌص. دٍ تٌص ثرضی ثب ّن ثراثرًذ

 

 :تٌص ػوَدی 

 

 

 :تٌص ثرضی

 

 

 

 

 

 هبًٌذ چَة کِ در جْت  ثرخی هتفبٍت است در رفتبر ثرخی از هصبلح در جْت ثرضی ٍ عَلی یکسبى است هبًٌذ فَلاد ٍ: نکته

 .ایي رفتبر ثستگی ثِ هیساى تٌص هجبز عَلی ٍ تٌص هجبز ثرضی دارد. تر است عَلی ضؼیف

 دّذ، یؼٌی اگر دایرُ است، ثؼذ  کلی در ثحث پیچص فرض ّویطِ ثرایي است کِ سغح هقغغ هب تغییر ضکل ًوی ثِ عَر :نکته

 .هبًذ از پیچص ّن دایرُ ثبقی هی

 ّبی تَپر ثب جٌس هتفبٍت ثبیذ دقت کٌین کِ  در هیلِ :نکته𝜑  زاٍیِ پیچص در ّر دٍ ثراثر است ٍلی𝑇ّب هتفبٍت است. 

 

 

𝜏𝐴 =
𝑇𝐴𝑅

𝐽𝐴
 , 𝜏𝐵 =

𝑇𝐵𝑅

𝐽𝐵
 

 

 

 

 ی  دقت ضَد کِ در راثغِ: نکته𝜏 = 𝐺𝛾 فقظ در حبلت الاستیک قبثل استفبدُ است. 

  

ς 

 زاٍیِ دٍراى در اهتذاد گطتبٍر ×گطتبٍر = کبر خبرجی 

τ 

A 

B 
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 :خلاصه فصل

 :رًٍذ کلی حل هسبئل پیچص 

 

 

 

 

 

𝐽ای تَپر ثراثر ثب  هوبى ایٌرسی هقبعغ دایرُ: ًکتِ  =
𝜋𝑐4

2
 .است 

 :در هسبئل چرخ ٍ دًذُ 

 

 
𝑇1 = FR1

T2 = FR2

      →    
T1

T2
=
φ2

φ1
=

R1

R2
 

 

 :ضَین  در هسبئلی کِ ٍارد هرحلِ هَهسبى هی

 

 
 

 𝑇y =
πc3

2
τy هیساى گطتبٍر ٌّگبم ضرٍع ثِ تسلین               

Tu =
2πc3

3
τy هبکسیون هیساى گطتبٍر پیص از اًْذام          

     , 𝑇 =
4

3
𝑇𝑦  1 −

1

4
 
𝜌𝑦

𝑐
 

3

  

 :پیچص در ػضَّبی جذارًبزک 

 :ثستِ  (1

 

𝑓 = 𝜏𝑡    → ُ است     →    جریبى ثرش در عَل کل جذار     𝑓 =
𝑇

2𝐴𝑚
 , 𝜏 =

𝑇

2𝐴𝑚 𝑡
 , 𝜑 =

𝑙𝑇

4𝐴𝑚
2𝐺

 
𝑑𝑠

𝑡
 

 

  :(ّب ای از هستغیل هجوَػِ)ثبز  (2

 

𝜏𝑚𝑎𝑥 =
𝑇

 𝑐1 𝑎𝑏2
 , 𝜑 =

𝑇𝑙

𝑐2𝑎𝑏3𝐺
 

𝜑 (𝐽)هحبسجِ هوبى ایٌرسی  =
𝑇𝑙

𝐺𝐽
 𝛾 =

𝜌𝜑

𝑙
 𝜏 = 𝐺𝛾 

𝜏 =
𝑇𝜌

𝐽
 

𝛾𝑚𝑎𝑥 =
𝑐𝜑

𝑙
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